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REsumoO. A Projeccdode GAUSSKRUGERédesenvolvida passoapassocom por-
menor su ciente para seimplementar uma rotina de calculo em C ou PASCAL.



Introducao

A recti cacdo do Meridiano Eliptico, que ocupa esta parte por inteiro, é apenas
a dimenséo real da projeccdode GAUSSKRUGER. O leitor, provavelmente um
curioso da Geograa como o autor, podera surpreender-se aqui de uma forma
agradavel, ao descobrir que astécnicasda Andlise aplicadas a estedominio saoas
mesmasque teve oportunidade observar noutr os campos.
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Parte B

Recti cacao do Meridiano






CAPITULO IV

Comprimento do arco eliptico

IV.1. Expresséogeral

O raiodecurvaturada elipse em fun¢éo do &ngulo da normal em cadaponto com o
eixo das abcissasfoi obtido anteriormente, e reproduz-se aqui (a variavel angular
designou-se por latitude elipsoéidic

al #

(IV.1.1) MG)= —— "
1 #sin?j 2

Resulta para comprimento do arcoelementada elipse:

. . al # _
(IvV.1.2) ds= M(j) dj = ————dj

1 #sin?j 2

e a expressaoanalitica do comprimentaloarco(FiguralV.1.1) sera:

FIGURA IV.1.1. Comprimento do arco eliptico F(j )
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14 IV. COMPRIMENT O DO ARCO ELIPTICO

Z
(IV.1.3) F(j) = ds+ C'®
Zj
= M (c)dc + F(j o)
io
z

] al # .
= 2= T dc+F(jo)
jo 1 #Rsin?c 2

3
= al # J 1 #sinc “dc+ F(jo)
Jo
Note-se que, para continuar a designar o limite do integral por j , foi precisoin-
troduzir uma designacaodifer ente — ¢ — para a pseudo-variavede integracédo. A
constante de integracéio — F (j o) — pode ser escolhida arbitrariamente. A funcéo
integranda nao corresponde qualquer primitiva imediata, porém a primitiva exis-
te, e pode ser calculada com o rigor desejado. O método habitual é o de desen-
volver em sériebinomiale integra-la termo atermo.

IV.2. Coe cientes binomiais generalizados

Sejauma funcéo f (x) da forma (1+ x)™. Derivando sucessivamente:

fOrx) = m@+x)M1?

f%x) = m@m 1@+x"?

fPx) = m(m 1L)(m 2)@1Q+x)™3
fMx) = mm H@mM 2)...(m n+1)@L+x)""

e substituindo asexpressoesdas derivadas na formuladeM AC-LAURIN:

0 , 1% ., , [”©

FOg = 1O+ — 2l n!

X"+

notando que — qualquer que sejao expoente h— (1+ x)h = 1l quando x = 0,
obtém-se a chamada sériebinomial:

mim 1(m 2)...(m n+1)Xn+

m
m _
(V21) (1+x)7=1+ Tx+ =

gue seprova ser convergente para qualquer valor de x realou complexaituado no
interior do circulo trigopnométrico (jxj < 1).

Se o expoente m do bindmio for um ndmero inteiro ndo negativqg o préprio de-
senvolvimento reduz-se a um polindmiode grau m, e 0s seus coe cientes sdo 0s
, s m |
m — — m!
numeios combinatérioL' = n - mwrw
(FiguralVv.2.1).

No casogeral, o desenvolvimento ndo tem limite de termos. Ainda assim, os coe-
cientes do desenvolvimento, por extensdoda notagéo, continuam a ser repre-

tabelados no triangulo de Pascal

sentados pelo simbolo n , agora com o signi cado de coe cienteshinomiais



1V.2. COEFICIENTES BINOMIAIS GENERALIZADOS

1 9 36 84 126 126 84 36 9 1
1 10 45 120 210 252 210 120 45 10 1
1 11 55 165 330 462 462 330 165 55 11 1
1 12 66 220 495 792 924 792 495 220 66 12 1

FIGURA 1V.2.1. Tridngulo de Pascal

generalizadgsnas ndo como numero de combinagdes:

(IV.2.2) m _mm H(m 2...(m n+1
- n!

m2R

Com estaconvencgao, a poténcia m do binomio passaa ser representadatambém
pelo desenvolvimento:

(IV.2.3) 1+ x)"=

15



16 IV. COMPRIMENT O DO ARCO ELIPTICO

IV.3. Binbmio de expoente 3

Segue-seo célculo dos primeir os coe cientes de IV.2.3com o expoente que ocorre
emIV.1.3:

5
g =1
3 3
2 = _2
1 1!
_ 3
T2
3 3
3 - 2 2 1
2 2!
3 5
- _ 2 2
2
2
_ 15
8
3 3 3
3 3 3 1 3 2
3 3l
3 5 7
- _ 2 2 2
6
105
- _'s8
6
.
T 16

e a TabeldV.3.1contém os valoresdos dez primeir os coe cientes.

. 3 . . .
O desenvolvimento de (1 x) 2 deduz-seimediatamente do anterior:

s 3 15, 35, 315, 693 3003
IvV.3.1)1 2 = 14 =X+ =X+ =X+ — X —— X+ — X+
(V341 ) 2XT T 1 T 128° T 256" T 1024°

6435 ; 109395 5 230945 g 10
2048° ~ 32768° = 65536

0 X

A convergéncia das somasiniciais da série IV.3.1numa vizinhancga de 0 estaassi-
nalada na FiguralV.3.1. Nela sepode observar que a aproximacao € especialmente
rapida a esquerda de O.

Retomando agora a funcao integranda em 1V.1.3,0btém-sede IV.3.1:

3
. 2 . 1 . .

1 #sin?c ° = 1+ g#zsmzc+ §#‘S|n4c+ i—gﬁpsmec+

315, . 693 . 3003 .

+ 1_28#3 sin®c + 2—56#1°sm10c + m#lzsmlzc +

6435 109395 230945
IV.3.2 + A gin4 e + #65inlb o + 28sin8c +
(v.32) 048" 3" 7T 35768 M ¢ EB3s” O C

+0 #0
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2

TABELA 1V.3.1. (1+ X) i alou x'+ o0 x10

+
TSN

NIl

35
16

315
+ 128

693
256

3003
+-1024

6435
2048

109395
+ 32768

230945
65536

+1

1.5

+1:875

2:1875

+2:4609375

2:70703125

+2:9326171875

3:14208984375

+3:33847045898435

3:523941040039625
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IV. COMPRIMENT O DO ARCO ELIPTICO

74 74 7 74 74
6+ 6- 6- 6 6
5- 5- 54 54 54
o o o o o
34 34
. .
-1}2 0 1}2 1}2 0 1}2 71}2 0 1}2 \1‘/2 0 1}2 Li}z 0 1}2
(@ So (b) St ©S (d) S3 ©Ss
74 E 74 74 74 74
6- ﬂ 6- 6+ 64 6
54 5 5- 5 5
4 4 4 4 4
o o o . o
2- 2- 24 24 2
::::::1;1/2 0 1}2 X :i‘/z 0 1}2 X 1/2 0 1}2 /-1‘/2 0 1)2 -1}2 0 1}2
) Ss @) Ss () s (i) Ss () So
n=k 3
FIGURA IV.3.1. S (x) = & . ni ( X" 0...9,
n=

1 %3 e (1 %2 S
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sin“a
L sina
5 Ccos2a

of ()

FIGURA IV.4.1. A identidade sin?a (1 cos2a)

Com dez termos, o erro cometido é da ordem de #°, pois o valor absoluto do
senondo excedea unidade. Quando os parametrosda geratriz do elipséide forem
intr oduzidos, poder-se-aapreciar melhor a amplitude desteerro.

A Ultima expressédofaz também intervir as poténcias pares sucessivasdo seno.
Todas estaspoténcias podem desenvolver-se em termos dos cosenos dos angulos
multiplos dec.

IV.4. Poténcias pares do seno

Comecando pelo coseno da somae da diferengade dois angulos:

cos(a+ b) = cosacosb sinasinb

(IvV.4.1) cos(a b) cosacosb + sinasinb

Ao subtrair estasduas identidades membro a membro,
cos(a+ b) cos(a b)= 2sinasinb
efazendo a = b, obtém-se (FiguralV.4.1):
cos2a cosO =  2sina
(IV.4.2) sina

1

= (1 cos2a

5 )

Por outr o lado, seos dois membrosde |V.4.1forem adicionados:
cos(a+ b) + cos(a b) = 2cosacosh

ese zer novamente a = b:

2cosfa

cos(2a) + cos0

(IV.4.3) cos’a

1
> (1+ cos2a)



20 IV. COMPRIMENT O DO ARCO ELIPTICO

Elevando agora ao quadrado os dois membrosde 1V.4.2,

. 2 1
sinfa = y 1 2cos2a+ cos?2a

obtém-se uma expressdocom o quadrado do coseno; usando 1V.4.3 obtém-se o

desenvolvimento da quarta poténcia (FiguralV.4.2):

. 1 1
sinfa = 7 1 2cos2a+ 5 (1+ cosda)
1
= 3 (2 4cos2a+ 1+ cos4a)
1
(IV.4.4) = 3 (3 4cos2a+ 1cosda)

O facto de o senoser uma fungcdoimpardetermina que as suas poténciaparessejam
fungbegpares nada a estranhar que nos desenvolvimentos apenas aparecam ter-
mos em cossenoParaa determinagdo da sextapoténcia usar-se-auma abordagem

difer ente.
Partindo da férmuladeEULER (com = p_1):
(IvV.4.5) eX = cosx+ sinx

e ¥ = cosx sinx

e adicionando membro a membro, obtém-se:
(IV.4.6) e+ e *= 2cosx

e ainda, subtraindo membro a membro:
(IV.4.7) e* e *=2sinx

Desta ultima formaexponenciaflo seno podem deduzir -seas poténcias pares:

X

2sinx = e e
(2sinx)® = X e x°©
266ginbx = 6 (e%)® 6 (€)% e X +
0 1
6 ¥\ 3 x 3 6 X\ 2
5 (€% e X%+ 1 (M e
6 x 6
+ 6 e

Ao desenvolver o binbmio do segundo membro, apeldmos ao Triangulo de Pascal
(Figura 1V.2.1). Os elementos dispdem-se simetricamente com respeito ao indice
inferior, 0 que sugere o seguinte agrupamentos dos termos da Ultima igualdade:

28 Dsinbx = 1 e®+e & 6 eX+e ¥ +15 eX+e X 20

Recorrendo agoraa IV.4.6:

Psinfx = 2cosbx 6 2cosdx+ 15 2cos2x 20

6

. 1
sin°x = ﬁ(lo 15c0s2x + 6c0os4x  1cos6x)

Repare-seque o expoente de 2 no denominador € uma unidade inferior ao ex-
poente do seno. Além disso, o termo independente é metade do elemento central

da linha correspondente do TriangulodePascal.
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1 f(a)
1 . .
1/2 / \ / \
0 T — T — T —
0 p/2 p 3p/2 2p a
(@) f(a) = sin*a
1 f(a)
1-
1/2+
0 et | "'-. ' .-". | Tren. :
0 p/2 p 3p/2 2p a
(b) f(a) = £
1 f(a)

.o

2

p 3p/2 2p a

1 -
1/2 /
0peeene”
0

p/
(c) f(a) = 3(3 4cos2a)

1 (@)
1 .

e \ / \
0 -t EEROSS Sanans T Trreeeny

_ ¢

0 p/2 p 3p/2 2p a

(d) f(a) = 5(3 4cos2a+ lcosda)

4

FIGURA IV.4.2. Sobreposicaosucessivadas harmonicas de sin”a

O método usado no calculo da sexta poténcia permite usar o Triangulo de Pascal
para se obter também as poténcias superiores. Os resultados resumem-sena ex-
pressaomatricial da TabeldV.4.2. Estaé uma representagdoordenadade uma série
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22

sin® x
sin? x
sin® x
sin® x
sin® x
sint0x
sint?x
sin1*x
6

sin16x

sin18x

TABELA 1V.4.2. Decomposicdoharmaonica das primeiras poténcias paresdo seno

1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
: : 0 0 0 0 0 0 0 0
3 4 1
3 4 1 0 0 0 o0 0 0 0
10 15 6 1
1 1 5 i 0 0 0 0 0 0
35 56 28 8 1
128 8 128 08 128 0 0 0 0 0
126 210 120 45 10 1
512 572 512 512 512 512 0 0 0 0
462 792 495 220 66 12 1 0 0 0
2048 2048 2048 2048 2048 2048 2048
1716 3003 2002 1001 364 91 14 1 0 0
8192 8192 8192 8192 8192 8192 8192 8192
6435 11440 8008 4368 1820 560 120 16 1 0
32768 32768 32768 32768 32768 32768 32768 32768 32768
24310 43758 31824 18564 8568 3060 816 153 18 1
131072 131072 131072 131072 131072 131072 131072 131072 131072 131072

cosO0x

COS2x

c0s4x

COS6X

c0Ss8x

cos10x

cos12x

cosl4x

C0S16Xx

c0s18x



. 3
IV.5. SERIEDE FOURIERDE 1 #sin’c 2 23

de identidades que podem ser sintetizadas na forma:

2n 3

2
n 1

1 E n o i 2n
o 145 CcosOx+ ?1 CD s

(IV.4.8) sin?"x =

cosZixZ
i

As identidades 1V.4.8 sdo decomposi¢cddsmrmonicasde funcdes periddicas; neste
casouma poténcia par do seno. A funcao integranda IV.3.1 é uma combinagao
linear de poténcias pares do seno e, por outro lado, cada uma destas poténcias
€ uma combinacéo linear de fungdes puramente sinusoidais - cossenos. Torna-se
possivel determinar o desenvolvimento harménico da propria fungéo integranda.

3
IV.5. Série de Fourier de 1 #sin?c 2

Convém para 0 que se segue converter a notacdo matricial também a igualdade
IV.3.2:

.
1h sinc
3 sin?c
2 sin*c
304 sinfc
(IV.5.1) 1 #sin?c 2= % sinffc o 0
523440 sinl%¢
3003442 sinl2¢c
Sa3544 sinl4c
109395446 sin1fc
23004548 sin18c

No segundo membro de IV.5.1,0 primeir o factor €é uma matriz A constante para
cadaelipse e o segundo factor é outra matriz f que depende de c:

(IV.5.2) 1 #sin’c %zA f(c)+o #°
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A matriz linha A pode ainda ser decomposta:

T T
1P #® i 00 0 0 O 0 O 0
3# # 03 00 0 0 0 0 0
2 # 00 0 0 0 0 0 0
35 35
3246 # o000 % 0o o o0 o0 0
315 315
A= S _ B 000 0 33 0 o0 o0 0
693,10 0 693
5934 # 000 0 0 % o0 o0 0
3003 2 3003
i # 00 0 0 O 0 = 0 0
Sasoupa #4 000 0O O 0 0 &= o
2048 2048
109395416 6 109395
327685#1 # 00 0 O 0 0 0 0 32768
230945,18 8
2300454 # 000 O0 0 O 0O 0 ©

Sejaentdo A = E B, em que E éuma matriz linha contendo as sucessivaspotén-
cias da excentricidade e B € uma matriz diagonal contendo os valores numéricos
dos coe cientes binomiais. A equacadolV.5.2pode serreescrita:

3
(IV.5.3) 1 #sinfc ° = E B f(c)+o #°
Por outro lado, também aexpressdoda TabeldV.4.2pode serapresentadana forma:
(IvV.5.4) f(c)=M g(c)
emque M éamatriz que contem os coe cientehiarmonicose g (¢) € amatriz coluna

com as sucessivasfungéeglebasesinusoidais. Substituindo f (c) em IV.5.3,0btém-
se:

NIw

(IV.5.5) 1 #sin’c = E B M g(c)+o #°

Soo ultimo factor matricial contém a varidvel muda de integragdo c¢. O primeir 0
factor exprime a dependéncia da excentricidade da elipse# O produto B M esta
determinado na TabeldV.5.3e é comum atodas aselipses.



TABELA IV.5.3. Produto B M

1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
3 3 0 0 0 0 0 0 0 0
45 15 15
a5 19 1 0 0 0 0 0 0 0
175 525 105 35
756 512 256 512 0 0 0 0 0 0
11025 2205 2205 315 315
16384 2048 4096 2048 16384 0 0 0 0 0
43659 72765 10395 31185 3465 693 0 0 0 0
65536 65536 16384 131072 65536 131072
693693 297297 1486485 165165 99099 9009 3003 0 0 0
1048576 262144 2097152 524288 1048576 524288 2097152
2760615 19324305 6441435 6441435 585585 585585 45045 6435 0 0
4194304 16777216 8388608 16777216 4194304 16777216 8388608 16777216
703956825 78217425 109504395 29864835 49774725 3828825 1640925 109395 1093595 0
1073741824 67108864 134217728 67108864 268435456 67108864 134217728 67108864 1073741824
2807136475 5052845655 459349605 1071815745 247342095 176672925 11778195 35334585 2078505 230945
4294967296 4294967296 536870912 2147483648 1073741824 2147483648 536870912 8589934592 4294967296 8589934592

US4 T 3IAYUIIENOL IAINIFIAS 'S'Al

4
€

14
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Limitando os calculos aos quatro termos iniciais, a expressaointegranda 1V.5.5
torna-se em:

NIlw

1 #sin’c = E B M g(+o0()
2 3 2 2
P77 1 0 O 0 cosOc
, g#zé g 3 % 0 Oé §c03202
48 60 15
. RS- B o
256 512 256 512
2 3 45 175 3t 2
1+ 3+ G# + S0P cos0c
3 6044 . 525
(IV.5.6) , 3#+ S04+ 3254P g cos2c
é_i#ﬂ'"' %_22#6 cos4c
35 46 cos6e
512
3 45 175
' 1+ S#+ —#f+ —#P+0 #
2" T e T 2w T © cos0c
3 60 525
SR+t Ztpro 2c +
2" e TE1p 7O cosse
15 105
+ —#+ —+o # 4
64" 256 @ ° cosac

35
by +
£57 O # cosbc+ o0 #

IV.6. Integracéo

A determinac&o do comprimento do Arco de Meridiano faz-seagora por primiti-
vacadmediatatermoaterma

A de nicdo do comprimento do arcofoi vista (funcolV.1.3) e repete-seaqui:

7.
i 3
F(j) = a1 # 1 #sin’c “dc+ F(jo)

jo

Fixar aconstantede integracéo correspondea seleccionaruma origempara amedicao
dos comprimentos. E usual localizar essaorigem nos pontos do Equador(latitudes
nulas). Aceitando estaconvencadj o = 0) F = 0), podemos prescindir de mais
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explicitacbes desta constante. Com a expansadV.5.6,0 desenvolvimento do com-
primento do arco é:

Z
j
FG) * a1 # 1+ g#2+ A5, 175

= 1
i’ " 26 , dC

3, 60, 525
SRy T 22 2cdc+
2"t e, cosed
+ E’ + @ A cos4c
64" " 256
E ! cos6ec
5127
, 3, 45, 175
(IV.6.1) al # 1+ Z#2+ 6_4#1+ 56
3, 60, 525, 1
SR+ H#+ Z55 Zsin2j+
2" T ea” T 5127 2°"4
15, 105, 1 . .
+ S g Z
sa’ * e 254
35 . 1 .
5—12#5 68“’16]

Se,na expressadV.6.1,#= 0 (excentricidadaula), entdo F(j ) = & .

Usando asmatrizes ja apresentadasna expressaolV.5.5,afuncédo F(j ) converte-se
em:

(IV.6.2) FG)=al # E B M Q h(j)+o #°

expressaoestaem que o anterior vector coluna g (¢c) com os cosenofoi substituido
pelo produto:

(IV.6.3) 5 3 .

J
sin 2j
sin4j
sin 6j
sin 8j

sin 10j
sin 12j
sin 14j
sin 16
Sin 18;

Q h(j) =

OO0OO0OO0OO0O0OOO0 O R
cNeReNeReReRe Rl =)
OO0OO0OO0O O OoONMOO
OO OO0 O Oooko OO
OO0 0O O0CO OO O
Ococoocoogocooooo
oocoolrooocoooo
oofkoooocoooo
oEFo o0 o0oo0oo0ooo
HFroooocoooooo

Por vezesa distancia de um ponto do elipséide ao Equador € designada por dis-
tanciameridiana F (j ) exprime a dependéncia da distanciameridianarelativamente

a latitude geodésicaA Figura IV.6.1 mostra um aspectoimportante da recti cacéo

do meridiano: aum crescimento de linear médiosobrep6e-seuma fungdo oscilante
de periodo p que torna a variagéo do arco por cadaincremento do angulo menos
pronunciado junto ao Equador.
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a 6
4 Circunferencia,” " Elipse
3_
2_
1_
0 T I -
J
0 5 p 35 2p

FIGURA IV.6.1. Arcoem funcdo da latitude elipsoéidica

IV.7. Andamento de F(j ) nointervalo  %,%
A propriedade mais saliente de F(j ) € ade que setrata de uma fungaoimpar, pois
todos os termos em que sedecompde sdofungdes impares. Isso signi ca que tem
uma primeira derivada par e uma segunda derivada impar.

O crescimentolinear de F(j ) tem a sua expresséoanalitica no primeir o termo da
EquacadV.6.1 O coe ciente de j nestetermo decesc& medida que a excentricidade
aumenta Note-se que estedecréscimoé limitado (conf.FiguralV.7.1):

. L _ P _
(IvV.7.1) AmiF #j = 5 = a

Quando a excentricidade é extremamentegrande, o semi-didametro menor colapsa
sobre o centro, a elipse degenerano didmetro maior e entdoo arcoentrej = Oe
j = & confunde-seom o semi-diametro maior, cujo comprimento éa.

Paraelipsespouco achatadas— #' 0— vale:

- _bp _p
(IV.7.2) ;Iblt!mOF #] = 5 > a

A circunferéncia é o casolimite #= 0, onde o declive médio de l;) — dado pelo
coe ciente do primeir o termo da EquacadV.6.1— tem como valor a unidade. A
circunferéncia tem portanto 0 maximoperimeto entre todas as elipses com igual

semi-eixanaior.

Parao estudo do erro resultante de se considerar apenasalguns termos iniciais do
desenvolvimento — série truncada— ir4 interessaro conhecimento da derivada:

dF(j)

(IV.7.3) FoG ) = di



IV.7. ANDAMENT O DE F(j ) NO INTERVALO

F( )a

3/24

1/24

(@) # = 0.00

F( )a

3/2+

p/2

1/24

(c)# = 0.66

p/2

5.5 29
F(j )a
3124
.
1/2+
¢}
0 pl4 p/2
(b)# = 0.33
F( )a
3/2+
1
1/2+
¢}
0 pl4 p/2
(d) # = 0.99

FIGURA IV.7.1. F(j ) no primeir o quadrante.
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Todo o presenteCapitulo IV teve como objectivo a determinacgao do integraldoraio
decurvaturada elipse em fungéo dazlatitude elipsoidica:
i

M (c) dc
0
gue acabamospor designar por F(j ). Entdo a funcéo integranda
. al ##
M) ——
1 #sin?j 2

€ aderivada que procuramos (conf.FiguralV.7.2). Nos casosextremos estdo:

(1) acircunferéncia,em que M (j ) é aconstante a (igual a b);
(2) eacelipse de #muito proxima da unidade.

M (j ) éoraio de curvatura do circulo osculador local. Por muito grande que seja
a excentricidade , ela sera sempre inferior a unidade e o raio de curvatura sera
sempre positivo, embora pequeno junto aosvértices do semi-diametro maior. Esta
grandeza é positiva no sentido estrito em toda arectareal. Signi ca isto que ndo
h& maximos nem minimos locais — pontoscriticos— na funcdo F(j ). A funcédo é
monotonacrescentem todo o seudominio. A ndo existénciade extremostem outra
consequénciamais importante: determina que F(j ) possui funcaoinversade nida
sobre toda arectareal, qualquer que sejaa excentricidade

A segundaderivada de F(j ) éaprimeira derivada de M (j ):

FOG) = MY
(i) 5 (i) 3
al #
= 4—§5
1 #sin?j 2
.3 #sin 2j
IV.7.4 = M > 2> e
( ) 1) 2 1 #sin?]

Devido a presencado factor sin2j, a segunda derivada anula-se nas abcissas
multiplas inteiras de 5. Nestas abcissasF (j ) muda o sentido da sua concavi-
dade. Mais precisamente,é cOncavanos quadrantes impares— | elll — e convexa
nos quadrantes pares. Nas transi¢cdes dos quadrantes F(j ) sofre uma in exo.
Os pontos de anulamento da segunda derivada identi cam também os extremos
locais da primeira derivada , que é raio do circulo osculardor M (j ) e também o
declive da tangente a F(j ): minimoslocaisemn p, n 2 Z —isto é, quando o
raio vector passapelo semi-diamew maior, ou 0 Equador — e méximoslocaisem
5+ n p, n2Z —quando o raio vector passapelo semi-diamew menor ou 0s
polos.
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|
|
o

b

2

X
2

(@) F(i )=033

W\ /r
b
2 -pi2

(0) F(i )= 0.66

(©) F(j )s2=0.99

(d) FXj )se=o033

() FAi se= o066

() FAi ) se=o090

-pi2

(9) Fm(] )2=033

FIGURA IV.7.2. Primeiras derivadas de F(j ) nos quadrantes dir eitos.

B

pi2

(n) FRj )= 0.66

() F¥i )se=0.90
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CAPITULO V

Elipséide de Hayford 1910

V.1. Parametros fundamentais

E de nido pela sua elipse geratriz, cujos parametros estdo indicados na Tabela
V.1.1(conf.[13]). Uma elipse ca de nida por dois pardmetros. Os dois valores
exactosindicados na TabelaV.1.1 sdo o semi-eixaderotagdce o recipocodo achata-
menta Estesserdoentdo os pardmetros fundamentais, e todos os restantespodem
deduzir -sedeles como parametros secundarios.

Ha referénciasonde o elipséide é caracterizado de outra maneira: considera-se
como pardmetros exactoso recipocodo achatamente o raio equatorial(Tabelav.1.2,
conf.[6]). Usaremosestalltima convencao.

A expressaodo semi-eixalerotacadaleduz-se dos outr os dois por:

a
— = 297
a b
296
(V.1.1) b = 2—97a

TABELA V.1.1. ElipséidedeHayford1910

| Raioequatorial a 6378388 18m |
| Semieixalerotacdo b 6356912m |
‘ Recipocodoachatamento § = -2, 2970 05 ‘

TABELA V.1.2. Elipséideinternacionall924

| Raioequatorial a 637838am |
| Semieixalerotag&o b 6356911.2n |

‘ Recipocodoachatamento § = -&; 297‘

33
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¥
TABELA V.1.3. F(j) = Coj + & Cnsin2nj [m]

n=1

n Cn

0 6367654.500057 583747 480756 420587
1 16107.034678 499406 630894 016177
2 16.976210 953791 517281 539128
3 0.022265 965065 721533 654831
4 0.000031 681123 137867 086404
5 0.000000 047014 142292 196694
6 0.000000 000071 573896 707171
7 0.000000 000000 110845 071038
8 0.000000 000000 000173 779551
9 0.000000 000000 000000 274962

Seo reciprocodo achatamentofor designado por % com o valor indicado na Tabela
V.1.2,a expressdodoquadradalaprimeiraexcentricidadéorna-se em:

#

a2

593

Agora ja é possivel determinar aamplitude do coe ciente linear e das harmonicas
gue aparecemno desenvolvimento do comprimento do arco IV.6.2 (TabelaV.1.3).
Com os dez termos assinalados,o termo residual é < 10 8m]. A TabelaV.1.4foi
obtida com as harmoénicas indicadas na TabelaV.1.3 tendo sido usadasapenasas
primeiras quatro e com precisdode 4 casasdecimais. Os calculos foram efectuados
com precisdodupla (doubleem vez de oat). O seu ajustamento aos valores de
idéntica tabela publicada em [3] vai até a uma unidade da casados milimetr os.

Por simples inspeccdodo desenvolvimento expressona TabelaV.1.3 se pode con-
cluir o seguinte:

FAcT. Parao célculodasériecomprecisaale 1 metro sédosu cientesostrés primeir 0os
termos:

(V.1.3) F(j) = 6367654.500] 16107.035sin2j + 16.976 sin4j  0.022 [m]
Paraobteraprecisdalel milimetro, bastanmosquatro primeir os termos:

(V.14) F(j) = 6367654.500058] 16107.034679sin2j +
+16.976211sin4j  0.022265sin6j  0.032 [mm]

A primeiraderivadada série da Tabelav.1.3é:

dF(j) _ .
T- M(j)
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TABELA V.1.4. 0.9996 F(j)
j =38°00°(01% 38°59° 10D

j 0.9996 F(j) j 0.9996 F(j)
[m] [m]
38°00° 4205884.765 38°30° 4261364.680
382010 4207734.019 38°31° 4263214.093
38° 020 4209583.278 38320 4265063.510
38°03° 4211432.543 38°33° 4266912.933
38°04° 4213281.812 38°34° 4268762.362
38°05° 4215131.087 38°35° 4270611.796
38°06° 4216980.368 38°36° 4272461.235
38°07° 4218829.653 38370 4274310.679
38°08° 4220678.944 38°38° 4276160.129
38°09° 4222528.240 38°39° 4278009.584
38 10°0 4224377.541 38 40° 4279859.044
38119 4226226.848 38°41° 4281708.509
382120 4228076.160 38°42° 4283557.980
38130  4229925.477 38°43° 4285407.456
38°14° 4231774.800 38°44° 4287256.938
38°15° 4233624.128 38°45° 4289106.425
38°16° 4235473.461 38°46° 4290955.917
38179 4237322.799 384790 4292805.414
38180 4239172.143 380480 4294654.917
380190 4241021.492 38490  4296504.425
38200 4242870.846 38°50° 4298353.938
38219 4244720.206 38519 4200203.457
38220 4246569.571 38°520 4302052.981
38°23° 4248418.941 38°53° 4303902.510
382240 4250268.316 38°54° 4305752.045
380250 4252117.697 38°55° 4307601.585
38°26° 4253967.083 38°56° 4309451.130
38°270 4255816.474 38°57° 4311300.681
38°28° 4257665.871 38°58° 4313150.237
38290 4259515.273 38°59° 4314999.798
cujo valor maximo ocorre quando j = 5 — alatitude dos pdlos (conf. Seccéo
IV.7):
aF al #
d 1 #sin?g 2
a
l 1 #
a 1
= b = a % 1
297
= 6378388 596

(V.1.5) = 6399936.6081) [m]
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V.2. Consideragdes sobre a precisao do céalculo

O maior valor absoluto do angulo que, em qualquer situagéo, faria sentido consi-
derar na Equacéd/.1.3éjjj = 5, que corresponde a latitude dos p6los. Na ver-
dade, a Projeccdode GAUSSKRUGER nao é usada nas calotespolares, pois outras
projeccdessdomais apropriadas para essazonas.

Paraseobter um resultado correcto aomilimetro, na série da TabelaV.1.3, os quatro
primeir ostermos séosu cientes. Assim, a maior ordem harménica a considerar €
6:

(V.2.2) F(j)' Coj + Cyisin2) + Cysin4dj + Czsingj
O comprimento do arco de Meridiano desde o Equador a um dos pélos obtém-se
da Expressad.2.1substituindo j por 5:

F% : CO%+Clsin2%+Czsin4%+Cgsin6%

CO% + Cysinp + Cysin2p + Czsin3p
' C0%+ C10+ Co0+ C30

(V.2.2) - CO%
©10002288.298 0.5 10 3 [m]

Por outro lado, a variagcadadoarcoem funcéo do angulo é:

dF(j )
dj
M(j)Dj + 0 D?

DF(j ) Dj + 0 D?

Adiante assumiremos a aproximacéo de primeira ordem como su ciente.

Seo limite doerroabsolutdor estabelecidonos pontos onde o declive da tangente é
méaximo, esselimite seravalido para todos os restantespontos — por maioria de
razdo (FiguraV.2.1).

Fazendoj = 5§,

I
<
|o

9

P
DF 3

6399936.60818108108 Dj [m]

Este valor é exacto no Elipsoéide Internacional, podendo ser facilmente tomado
com qualquer nimero de digitos, ou na sua forma fracciondria (conf. Expresséo
V.1.5).

Fixando o erroabsolutamaximopretendido para estearcoem 0.5mm, o erro absoluto
dalatitude elipséidicaera que veri car:

o DF §
DI = 5359936.60810806108
0.5 10 3 [m]
6399936.60810808108 [m]

0.0000000000782577383 [rad]
.0000161145976
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6
b
2
‘QF(J )g
F(%) ‘6
1 .
Dj o
\QF(J)
; _|pi
0 5 -J'

FIGURA V.2.1. Delimitac&o de DF(j)em 0,5

Como o erro relativo do produto é igual a soma dos erros relativos dos factores
(conf. [10]), o erro relativo de F &5 s¢ir4 depender do erro relativo de j. O
maximoerrorelativoque é permitido na medicao da latitude elipsoidica é:

b
j

0.0000000000782577383

1.57079632679485619237
0.00000000001 23410308

124 10 11

g =

V.3. Série de Poténcias

Para acelerar o céalculo pode exprimir -se 0 arco recti cado, ndo como a soma de
um termo linear com uma série de Fourier, mas como uma série de poténcias.
Paratanto bastadesenvolver ostermos em seno:

3

. x3 x5 x' X
(V.3.1) Sn()=x Ftg ortgt

Usando estaidentidade, a matriz colunah (j ) que aparece nas expressdedV.6.2 e
IV.6.3pode sersubstituida pelo produto indicado na TabelaV.3.5.

Designaremos por S a matriz dos coe cientes do seno, e por p a matriz coluna
com as poténcias imparesde j . A ExpansadV.6.2toma a nova forma:

(V.3.2) FG)=al # E B M Q S p()+o #°
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38

10

12

14

16

18

TABELA V.3.5. Produto S p

0

10t
1T

1211
11

1411
11

1611
11

1811
11

0

13

1213
13

1413
13

1613
13

1813
13

109
15!

1215
15!

1415
15!

1615
151

1815
15!

10
7

1217
17

1417
17

1617
17

1817
17

e

1219
19

1419
19

1619
19

1819
19
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Seobservarmos com atengdo a matriz da TabelaV.3.5 vemos que é prudente nao
tomar demasiados termos. Quando incluimos angulos mdltiplos de j , intr odu-
zimos elementos na matriz cujos numerador es sdo poténcias da ordem da har-
ménica. Embora osfactoriais dos denominador esacabempor ultrapassar aspotén-
cias dos numerador es, isso pode acontecerapenas para indices muito elevados,
obrigando aum esforgo de calculo desnecessariamentepesado.

Considere-seagora o desenvolvimento de um multiplo natural do seno:
sy2i+1
i (nj)

¥
(v.3.3) sinnj = S_O( 1) @+ D)l

Decompondo asériein nita numa somainicial com M termos — dependente da
harménica — com a somados restantestermos, tem-se:

M 20+
o 9" i (nj)
M SN2i+1
T o i (nj)
(v.3.4) Rm,+1 = sinnj i(—;10( 1) 7(2” i

Como os termos da série expressapela Equacgéd/.3.1, além de serem evanescentes
— de uma certa ordem n em diante — também tém o sinal alternado, aplica-se o
seguinte:

CRITERION V.3.1 (convegénciadeLEIBNITZ) Umasériecujostermossadoevanescentes
emvalorabsoluteedesinaisalternado®,ndoapenagonvegente masasuasomainicial
deordemn aproxima-seemvalor absolutadolimite maisqueo primeirotermodespezado
(conf. [9]):

(V.3.5) 8non,Un> 0" up#0MS=ug up+up uz+ ) IS Sn]  Un+1
Sendo portanto o valor absoluto do restode ordem My, + 1 da SérieV.3.3limitado
por:

(nJ )Z(Mn+ 1)+ 1

Rui+ 1 [2(Mn+ 1) + 1]!
(nJ )2Mn+3
(V:3.6) (2Mp + 3)!
Passandoagora afuncéo F (] ), segundo a ExpressdalaTabelaV.1.3
F(j) ' Coj +Cysin2j + Cysindj + C3sin6j
' Col+ )
My . (2J )2i+1
o i
C iE=io 1) @+l + Ryg+1 +
Mo . (4J )2i+1 #
f°] i
M3 . (6J )2i+1 #
C; & (1

- + Rmg+1
=0 (2i + 1)! 3
De que resultara um erro de truncagem limitado superiormente por:

p
DFv;,Mp M3 5 CiRm;+1 + CRmy+1 + C3Rmg+1
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i
(MG e GETTE e G BT jim sup DRy & >
(2M + 3)! (2M + 3)! (2M + 3)! <
[m] [m] [m] M &
0  83236.528956784438628 701.825458428617205 3.106731030214341 83941.461146243230174 )
1  41075.580626186467621  1385.347926643926210  13.797992811856895 42474.7265456 25150726 -
2 9652.374555364%824484  1302.174856553165871  29.18158512498¥144 10983.730997045264499 \'jz
3 1323.126644385224824 713.99726084950008  36.001337622824433 2073.125242816014265 +
4 118.715786838162255 256.24983665B302638  29.07155129273H113  404.037174787@3006 P
5 7.510755463180086 64.848320913886273  16.553348687623305 88.912425064654664 ™
6 0.35299135797b728 12.190995685641579 7.001785845429606 19.545772889095913 %
7 0.01280840095B066 1.769416245182%4 2.286557748381639 4.068782394520869 ©
8 0.00036963114a761 0.204250741081122 0.593879484653376 0.798499856855759 =
9 0.000008685983730 0.019198800122m61 0.125600476615166 0.14480796272347
10 0.000000169423887 0.001497901673861 0.02204870187B226 0.023546772978374 :
11 0.000000002788/01 0.000098557979868 0.0032641794 76562 0.003362740243431 o
12 0.000000000038813 0.000005542612384 0.000413027692583 0.000418570344830
13 0.000000000008762 0.0000002694747%6 0.000045181994760 0.000045451469918
14 0.000000000000050 0.000000011431805 0.00000431543%406 0.000004326875261

u
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sin 2j
sin 4j

sin 6j

TABELA V.3.7. PrimeirosquatrotermosdeS p

2 4 6
4 32
3 5 36
4 128 324
15 15 5
8 1024 1944
315 315 35
4 2048 972
2835 2835 35
8 16384 17496
155925 155925 1925
8 65536 52488
6081075 6081075 25025
16 524288 314928
638512875 638512875 875875
4 524288 708588
10854718875 10854718875 14889875
8 4194304 1417176
1856156927625 1856156927625 282907625
8 16777216 4251528
194896477400625 194896477400625 9901766875
16 134217728 76527504
49308808782358125 49308808782358125 2505147019375
8 268435456 114791256
3698160658676859375  3698160658676859375  62628675484375

j13

j15

i 19
J
P21
J
23

j25

SVIONILOd 3ATIFIS €A

124
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TABELA V.3.8. F(j)=4a2,u j'+0 % |j[rad]

F(j) = 633550802201589406971236 |
+212957655335937518780258 j 3
41517798033022529%0113 j °
+3551050141339939987359 j ’
11072690781808184201 j °
0.75788687722838M445 j !
+0.1157466366186819624
0.005648863378738B569
0.00022971504881905%
+0.000071571019915542
0.0000079558784417637
+0.000000623744288399
0.0000000389645150932

O R R il
W Rk O N0 W R

a1

senvolvimento dos primeir osquatro termos ja apresentadosna TabelaV.3.5(matriz
S).

O desenvolvimento em série de poténciasde j obtém-sedo produto:

al # E B M Q S

do qual resulta, apés os calculos, a expressaoda TabelaV.3.8 para 0 comprimento
do arco Meridiano.

V.4. Expressdono Sistema Sexagesimal

Embora a conversao do sistema sexagesimalpara o sistemanatural — isto é, com
os angulos expressosem radiano — sefagcacom uma simples multiplicacéo, é pos-
sivel remover essaobrigacdo do célculo de cadavalor, fazendo re ectir nos coe -
cientes do polindmio essaconversao. Isto obriga a uma reformulacéo do vector (
ou matriz coluna) p na Expressad/.3.2 conforme seindica na TabelaVv.4.9. Repre-
sentaremos na sequénciaestanova decomposi¢do matricial por:

p=R s
em que R é a matriz de conversdo do sistemasexagesimgbara o sistemanatural
e s 0 vector — matriz coluna — das sucessivaspoténcias da latitude elipséidica

expressano sistemasexagesimalO novo polindbmio que incorpora a conversao ao
sistemanatural é:

(V.4.1) al # E B M Q S R

cujos coe cientes estdoapresentadosna Tabelav.4.10.

V.5. Compensac¢éoda Dilatagdo Aureolar

A Projeccdode GAUSSKRUGER €, em certa medida, aparentada das projeccdes
cilindricas transversas. A Unica regido de uma carta usando esta projeccaoque
nao sofre qualquer dilatagdo — linear ou aureolar — é a prépria linha do Meridi-

ano Central, escolhido arbitrariamente. Para Leste ou para Oestea dilatagdo sera



TABELA V.4.9. Conversdoda latitude ao sistemanatural
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44 V. ELIPSOIDE DE HAYFORD 1910
TABELA V.4.10. F(j) = &aZoui j'+0j?" j[

F(j) =  110575477915524 10° j
+1.13220575832201 10 1 j
6.72389851386376 10 © j
+1.75185589049540 10 10
1.66345353588678 10 1° |
348707883884487 10 20

+1.64288530891768 10 24 13
2.70488181571538 10 29 j
6.27992096831192 10 3%
+1.43414283071465 10 38
2.98231350613269 10 42
2.78826757902884 10 8
+4.03006794222281 10 52 j

tanto maior quanto mais afastado do Meridiano Central estiver o ponto represen-
tado. Como forma de compensar estadilatacdo, o Sistemadenominado Universal
TransverséMercator(UTM) imp&e duas condigdes:

(1) Todos os pontos representadosestdo, no maximo, a 3° de Longitude do
Meridiano Central. Parasatisfazerestacondi¢édo, foram de nidos sessenta
meridianos centrais, sendo o primeir o afastado 3° do Anti-Meridiano de
Greenwich, aos 177° de Longitude Oeste, 0 seguinte 6° afastado dele, a
171° de Longitude Oeste,etc. A regido representavelem torno de cada
um destesmeridianos de ne no Elipséide Internacional (ou outro) uma
espéciede gomo de laranja ou fuso. O territério de Portugal Continental,
nestadivisdo, estende-sequase por inteir o pelo Fuso 29, cujo Meridiano
Central é o de 9° Oeste, 0 qual atravessao Mar da Palha entre Lisboa e
Alcochete. A maior parte da Espanha esta no fuso 30, cujo Meridiano
Central estda 3° Oeste. Os fusos 31 a 60 abrangem o Hemisfério Oriental
segundo o Meridiano de Greenwich.

(2) Parareduzir a dilatacdo nas margens destes fusos, toda a regido sofre
uma homotetia de redug¢docom o valor normalizado de 0.9996.A defor-
magcéo sera ainda de dilatagdo nas margens mais afastadas, porém uma
dilatagcao atenuada; a cercade 180kilometr os do Meridiano Central a de-
formacdo linear é praticamente inexistente e a menos de 180kilémetr os
do Meridiano Central a deformacao é de contrac¢do;e sobre o Meridiano
Central, a contrac¢cdoé méxima e tem o valor exactode 0.9996.

As tabelasa seguir ajustam os coe cientes do polindmio para ter em consideracao
estefactor de compensacéo,vulgarmente referido como kp. A Expressaanatricial
V.4.1,por exemplo, é multiplicada pelo escalarky = 0.9996 para setornar em:

(V.5.1) kha 1 # E B M Q S R

e o polinébmio referido na TabelaV.4.10toma a nova forma da Tabelav.5.11.

V.6. Desenvolvimento na vizinhanca do Ponto Central

Para a representacdode regidescom uma extensdorelativamente pequenaem la-
titude, usa-semuitas vezesum Ponto Central. O desenvolvimento em torno desse
ponto permite alcancara mesma precisdocom menor nimero de termos.
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Sy _ 225 C L27 o
TABELA V.5.11. R =09996(] ) = &{ZpUi '+ 0] i@

Fo=0000dj ) =  1.105312477243%188050 10°
+1.1317528760186869218 10 1
6.7212089544582273272 10 ©
+1.7511551481392476988 10 10
1.6627881544728523904 10 159
34856840073093345707 10 2011
+1.6422281547941686120 10 24 13
2.7037998629898465251 10 29 15
6.2774089999246165280 10 3°j 17
+14335691735828379358 10 38 19
2.9811205807302094070 10 4221
2.7871522719972066728 10 48 23
+4.0284559150458529264 10 52 25

—_—— e —

i 3
i 5
i 7

—_— e

—_—

TABELA V.6.12. PontoCentralparaPortugal Continental

| Latitude j 39%°40° N |
| Longitude | 8°07757.806°W |

TABELA V.6.13. F(Dj) = &7, u; (Dj) + o(Dj)® Dj[9
Dj =) 3940

F(Dj) =  4.39259343315455301238365 10°
+1.110313658776734291629302 10° D
+9.628251520662893523920442 10° D?
+2.202845146741497319872600 10 2
9.729760651669863210344140 10 4
1.504840489440996478056095 10 ©
+3.874271141985500400222275 10 8
+6.238518763224358329471414 10 11 D/

Por exemplo, para a representacdodo territério de Portugal Continental, usa-se
como Ponto Central o indicado na TabelaV.6.12(conf[2]).

A representacdode F(j ) em torno de um ponto diferente de O deriva da formula

deTAYLOR(Djo=j jo):

Fo(i o)
1

n /s
(V6.1 oF(o) = S0 0pjgs o+ F 0 gy
Conheceremoso incrementae F (j ), conhecendoo valor das derivadas sucessivas
no ponto j o = 3% 40° Poderiamos determinar asderivadas a partir da expresséo
doraio de curvatura IV.1.1, mas é preferivel fazer de outra maneira; partindo do
desenvolvimento em sériede poténciasv.4.10 obtém-se todas as derivadas mais
facilmente, e depois determina-se o seuvalor correspondente & Latitude do Ponto
Central. O resultado estaregistado na TabelaV.6.13. E valido, com a precisdode

1mm, dentro de uma vizinhanca de 5°.






CAPITULO VI

Latitude em funcdo da distancia meridiana

VI.1. Inversdo de uma série de poténcias

Sejay uma funcéo de x determinada por um desenvolvimento em série de potén-
cias, convergente numa vizinhanca de zero:

(VI.1.1) y= f(x) = ax+ bx2+ ox3+ dx*+

e pretende-seconhecer a fungéo inversa x = f 1(y) (FiguraVl.1.1). Admitindo
para x também um desenvolvimento em série de poténcias,

(VI.1.2) X = Ay + By?+ Cy3+ Dy*+

€ possivel determinar recursivamente os coe cientes da sérieinversa (Eq VI.1.2) a
partir da série dir ecta(Eq VI.1.1). De facto, se substituirmos y na série invertida,

I I
0 % P .
J
FIGURA VI.1.1. Func¢desinversas

47



48 VI. LATITUDE EM FUNGAO DA DISTANCIA MERIDIANA

vem:
X = A ax+ bx%+ o3+ dx*+ +
2 3 4 2
B ax+ bx“+ cx®+ dx™ + +
2 3 4 3
C ax+ bx“+ cx°+ dx* + +
2 3 4 4
D ax+ bx“+ cx°+ dx™ + +
(VI.1.3)

Por simples inspecgdodesta Ultima igualdade sepode concluir o seguinte:

(1) O primeir o membro da igualdade pode ser entendido como uma série
que tem todos os termos nulos excepto o do primeir o grau, com o coe -
ciente 1, 0u sejax = 0+ 1x + Ox?+ Ox3+ Ox* +

(2) O segundo membro apenastem um termo do primeir o0 grau pois os fac-
toresde B, C, D,... s6tém termos de grau dois ou superior.

(3) Para que aigualdade severique entre os dois membros, é necessario
gue os coe cientes dos termos semelhantessejamiguais.

Igualando entdo os coe cientes dos termos do primeiro grau em ambos os mem-
bros, obtemosuma primeira relagdoentre oscoe cientes do desenvolvimento con-
hecido de y e 0 do desenvolvimento desconhecidode x:

1=aA

-1
de queresultaA = 3.

Substituindo o valor encontrado na expressdoda série inversa (Eq VI.1.2), esta
passaater aforma:

(VI.1.4) X = ?1ay+ By2+ Cy®+ Dy’ +

Vamos agora ocupar-nos da segundapoténciadey. Ela pode ser determinada a
partir do produto indicado na Tabelav1.1.1. Substituindo o valor de y? na equagéo
VI.1.4

X = E—];y+ By2+ Cy3+ Dy4+
= }(ax+ bx?+ o3+ dx*+ )+
h a i

+B ax%+ 2abx®+ b+ 2ac x*+ 2(ad+ bo) x5+

+Cy3+ Dy*+

b
= x+ —+Ba® x%+
a
e anulando o coe ciente do termo do segundarau,
b
~+Ba&=0
a
resulta para B o valor:

b
B= &



TABELA VI1.1.1. Termos iniciais do quadrado de uma série

+dx* +ox3 +bx? +ax
+dx* +ox3 +bx? +ax
+ adx® +acx®  +abx® +ax?
+ bdx® + bex® +b?x4 +abx®
+ cdx’ +c2x6 + bex® + acx?
+d?x8 + cdx’ + bdx® + adx®
+(d?2+  )x® +2(cd+ )x’ +(E+ 2bd+  )x® +2(ad+ bo)x® + (B + 2ac)x? +2abx® + &@x?

SVIONTL1Od 3A3IF3AS VNN 3d OYSHIANI ‘T'IA
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50 VI. LATITUDE EM FUNGAO DA DISTANCIA MERIDIANA
Voltando agoraadultima expressédodo desenvolvimentos da sérieinversa (eqVI1.1.4):
1. b 3 4
L. = — J— + + +
(VI.1.5) X ay a3y Cy°+ Dy

Para a determinacao de C é necessariocompilar os termos de terceiraordemque
aparecemno desenvolvimento de y (confeqVI.1.1), de y2 (conf. Tabelavl.1.1) e de
y3 (conf.TabelaVvl.1.2). A equac&oVI.1.5 toma entdo a nova forma:

i, b
2 @

1
= S A+ bx2 + ox3 + dx* +

X = y2+cy3+Dy4+

= X%+ 2abx3+ b2+ 2ac x4+ +

C a3+ 32%bx*+ 3a b?+ ac x°+ +

+

Retirando ostermos do terceiro grau do segundo membro e igualando a zero,

22
¢ _2+Ca:0
a &

forma-se a equacaode de nicdo da constante C, cujo valor é:

c= 20 ¢

B
Seguindo 0 mesmo raciocinio podem ser determinadas as expressdesdos coe -
cientes seguintes. Alguns autores atribuem a LAGRANGE a autoria deste algo-
ritmo. E notavel como manipulacdes algébricas tio simples permitem chegar a
conclus6esde tao grande alcance. Em [11] podem ser consultados os valores ja
atrasindicados e mais os quatro seguintes. Em [7] pode serencontrada uma forma
mais sistematizada de determinar os coe cientes da série inversa. E, nalmente,
em pari pode ser encontrado um programa -
serieverse(} que efectuaainverséo das séries.

Estamos agora em condicdes de inverter as séries de poténcias encontradas no
Capitulo anterior. Vamos comecar pela sérieV.3.8 que de ne o comprimento do
Arco de Meridiano eliptico a partir da latitude elipsoéidica expressaem radiana O
resultado encontra-sena TabelavI.1.3.

Devido aorapido crescimentodo valor absoluto dos expoentesdecimais dos coe -
cientesdestasérie,elasépode serprocessadagpor compilador esque implementem
a aritmética de virgula utuante sobre registros de precisaoquadrupla (quadpre-
cision segundo a nomenclatura do IEEE) ou seja, 128 bits. Assim, vale a pena
prescindir destavezda representacdoem série de poténcias, e procurar uma rep-
resentacdoalternativa. E facil concluir que existe outra representacdopara esta
funcéo:

A Latitude Elipsdidica em funcdo do Comprimento do Arco de Meridi-
ano é funcao inversa de uma funcéo impar, logo é —ela propria —impar.
Tal como a funcédo dir ecta, esta funcéo resulta da sobreposicao de uma
funcao linear com uma funcéo periédica (confFig. VI.1.1). Entdo, sereti-
rarmos a componente ndo periddica, poderemos desenvolver a diferenca
em sériedeFourier, e estasérie soteratermosemseno



TABELA V1.1.2. Termos iniciais do cubo de uma série

+dx? +cx3 +bx?  +ax
+2(ad+ bo)x®  + (P + 2ac)x*  +2abx®  + a@x?
+ a2dx8 +a%cx®  +abxt +a’x3d
+ 2abdx’ + 2abex® +2a?x>  + 2a%bx*
+d(b? + 2ac)x®  + c(b? + 2ac)x’ +b(b?+ 2ac)x®  +a(b? + 2ac)x®
+2d(ad+ bc)x® +2c(ad+ bc)x®  + 2b(ad + bc)x’ + 2a(ad + bc)x®
+ + + + (6abc+ 3a2d + b¥)x6 +3(ab?+ a?c)x® +3albx? +a3xd

SVIONTL1Od 3A3IF3AS VNN 3d OYSHIANI ‘T'IA
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VI. LATITUDE EM FUNGAO DA DISTANCIA MERIDIANA

TABELA VI.1.3. j (F) = 82 uys1 F?*1+ 0 F*®  Fm]

J(F) =

1.57840534347788199203788374679286386216184237336
1.32180511016287634090797493112657360116546672461
6.75223185076 46716864695680581440901 3060978837639
1.80929847713491470912921040289645430898255962661
3.76568279555988118839987721003616 765268936498 751
8.51678830006188759422938662735208082590978917875
2.1547782438774160530116527701404522 7324723095498
5.52613559303608028491869838104 7767465834680962222
1.4242221406288272808176%461331645840868018711799
3.74110154554801886168999078427535446152120361 774
9.97491778568606857608501209094587123016230203970
2.683389368274493520503546290211 70933258409929436
7.274749882121836118823697 3558879461 7896307532749
1.98646234488680837632377148004919832490263405814
5.4570792190682.301930865425627669329326128900288
1.50676649269026230740597915249224924813261637905
4.17901883048036144510312017699167163104498267951
1.1636548293238433953665803661 7297915907094753047
3.251598292707227082845200898654 94 215084450500883
9.11439462861141101593699330536366920505725872739
2.5620066285114r851040806678101426302756824592363
7.21998697933429257133179865683317698300936394895

10
10
10
10
10
10
10
10
10
10
10
10
10
10
10
10
10
10
10
10
10
10

7

23
38
52
67
82
96

F
FS
F5
F?
F9
Fll
Fl3

111 Fl5
125 Fl7
140 F19
155 FZl
169 23
184 F25
198 F27
213 F29
227 F3l
242 F33
256 35
271 F37
286 F39
300 F4l
315 F43

A andlise desta fungdo em parte ndo-periodica e parte periédica tem vantagens
computacionais importantes. A parte ndo-periédica reduz-sea um termo linear e
conduz-nos ao Integral Eliptico Completade SegundeEspécigue mereceuma obser-
vacao mais atenta.

VI.2. Parte Aperiddica

Na Figura VI.2.1 as coordenadas cartesianasde Elipse estdoexpressasem funcdo
de um pardmetro angular que designaremos por co-latitudereduzidat:

X = asint
y = bcost
A cadaincremento do angulo Dt estdo associadosincrementos das coordenadas
cartesianas: (
Dx ? Dt = acost Dt
y — .
Dy @ Dt = bsint Dt

Que de nem sobre a tangente um segmento que € uma aproximacgéo do incre-
mento do arco:
Ds? Dx? + Dy?
a2 cos?t + b?sin?t Dt?
a 1 sin’t + b?sint Dt?
& asin’t+ b?sin?t Dt?
a2 1 %sinzt Dt?2
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0 X = asint a

FIGURA VI.2.1. Incremento do Arco de Elipse em fungéo da co-
latitude reduzida

Fazendo como anteriormente ¢ = & ©? #= £ eintroduzindo o pardmetom =
#2.
: p

Ds a 1 msin?tDt

obtem-se a expressaoincremental do arco. Destaresulta:
Zpp_
(VI.2.1) s= a 1 msin?tdt
0
uma forma particular do Integral Elipticode Segunde&Espécie

Abstraccao feita ao factor a, o valor entre zero e 5 é o Integral Eliptico Completade
SegundéEspécieque designaremos por E(m) = E. Parao conhecer, poderiamos
desenvolver a fungéo integranda de modo idéntico ao que ja foi feito no Capitulo
IV, quando o arco de Elipse foi expressoem fungéo da Latitude Elipsoidica. Tal
porém, ndo seranecessariopois o resultado ja estddeterminado antecipadamente.
De facto, depoisde xar ospontosextremosde um arco, o seu comprimento nao
depende do parametro particular r usado nas fungfes coordenadas, x (r) e y (r),
mas apenas da curva descritapelo par de coordenadas entre aqueles pontos ex-
tremos. Assim, tanto faz que o comprimento do Quarto deMeridianosejaexpresso
em funcéo da co-latitudereduzidacomo em fungéo da Latitude Elipsoidica— confeq.
V.2.2
Zyp Zy

P - 2 F 2 — 2 1 -
F —.m =a 1 msin“tdt=a(1l m) —————dc =a E(m)

2 0 0 1 msin?c 2

Referindo-nos aFiguraVl.2.2, aabcissa¥ corresponde—na fungéo g —aordenada

E; na funcéo j g , aabcissaE correspondera a ordenada %. A parte linear da

funcaoinversaseraentao:

: p
o= — F=
J parteaperiodica 2aE

F
1 3m2 S5 m3
al zm gm* S5m

=
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0 E %

FIGURA V1.2.2. Parte aperiddica

(conf.[8, Equacad 2e,paginal8]), onde

(V1.2.2)
_ _ F(&m) _ 3 452 . 1753 D
E=E(m) = = = (1 m) 1+ 7m+ gZm + 522m°+ D
- 1 302 53 D
= 1 zm gm 56/ 2
- p 1 1°%m 13°m 135 %m
= 2 2 1 24 3 246 5

(conf.eq. 1V.6.1). A eleganteforma nal do desenvolvimento de E apareceem [12].

A partendo-periédicao desenvolvimento dej = F ! da-sepor vezesadesignacgéo
de latitude recti cante (conf. [5, par. 3.2.1,pag. 25]), e corresponde numa superficie
esféricea uma latitude com idéntica razéo entre a distanciameridianaF e o Quarto
deMeridiano (FiguraV1.2.3):

FG) _ . o

F o = ] parteaperiodica

(VI1.2.3) m=

N|T

VI.3. Parte Periédica

VI.3.1. Desenvolvimento de Fourier. Ograco deuma funcao inversa obtem-
sedo gra co da fungéo dir ectapor uma refexao pela rectabissectriz do Primeiro
Quadrante, y = x (FiguraVI.3.1). Na SeccadV.6 ja foi visto que a parte periddica
da func&o directa- Comprimento do Arco de Meridiano - tem o periodo p. A
variacdo do Arco de zero até p corresponde uma variacao da Latitude Elipsoidica
desdezeroaté 2E, como foi visto na SecgddVv1.2. Entao a parte periddica da funcéo
inversa terd um periodo T igual a 2E, a que corresponde uma taxa de variagao an-
gular (em radiano/unidade de comprimento do arco) de:

w = 2—p = P

T E
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via FG)a /)

pl2-

N.B. - O raio do circulo foi escolhido
de modo a ter 0 mesmo perimetro E(pl2)
que a elipse.

FU

(a) No plano da elipse geratriz (b) No plano j ,F

FIGURA VI1.2.3. Latitude recti cante.

6
)
2
io
M i m
F
_a
E R E
F
7(3) o |
2

FIGURA VI.3.1. Parteperiédicaj m

Por outro lado, afungéo inversa é impar tanto como a funcao dir ecta. Tal signi ca
gue a parte periodica s6terd admitird termos em seno.Pode concluir-seque a parte
periddicada funcéo inversa tem a forma geral:

(VI.3.1) h i h i h i
£ bysin £ £ +bpsin 2 £ 4+ pgsin 2 E 4
by sin2m+ by sin 4m+ b sin 6m+

j parte periodica

cando apenaspor conheceros valoresdos coe cientes trigopnomeétricos by.

As componentes sinusoidais da parte periddica, fazendo F = g em= L&F,
determinam-se pela expressad/|.3.2 e estdoindicadas na Tabelavl.3.4 .
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TABELAVI.3.4. j (M m' &% bsin2im [milirad]

by | 2.5295069149993
b, | 0.0037324010941
bs | 0.0000075429126
b, | 0.0000000173266

0.0000000000427
bs | 0.0000000000001

/
\‘ wim

FIGURA VI1.3.2. Primeira harmoénica

Zg

(V1.3.2) by = li (F) m(F)]sin2nm(F) dF

1

E o
A Figura VI1.3.2 mostra a amplitude da primeira harmonica e a fungdo residual
apos a sua extracgdo da parte periddica de j . Pode observar-se a rapidez com
gue os coe cientes trigonométricos convergem para zero quando crescea ordem
da harmonica (ver [4, Lemadoteoemadaconvegenciapag214]). Quando acontece
gue afuncéo periddica é continua assim como todas as suaderivadas de qualquer
ordem, o desenvolvimento de Fourier é um instrumento de analise numérica de
eleicdo.

VI.3.2. Factorizagdoerecombinacdo dostermos. Temosagorauma expressao
dalatitude elipséidica em funcao da distancia meridiana (fungdo inversa) naforma
de um desenvolvimento de Fourier. Também no casoda funcao dir ectatinhamos
uma expressaoidéntica, que foi depois convertida num desenvolvimento de potén-
cias (série de Taylor); se seguissemosos passosdados no tratamento da funcéo
dir ecta, reencontrariamos a expressédd/I.1.3. Mas esta expressdotem uma con-
vergénciafraca. Apr esentamosagorauma alternativa para a parte periodica, onde
€ possivel reconhecerum factor comum atodos ostermos do desenvolvimento.
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1(@) sin(2a) sin(a)

2p

|

sin(3a)

FIGURA VI1.3.3. Primeir os senos

Consideremos a familia de func¢des:
(V1.3.3) fr(w) = sin (kw) k,w 2 N

gue sdoabaseda representacaode Fourier das funcdes periddicas impares(ostrés
primeir os membros estdona FiguraV1.3.3). Designemospor (a, f) o plano destas
funces.

Apliguemos o plano (a, f) sobre um cilindr o recto de basecircular e raio unitario.

Reportando-nos a Figura VI.3.4 , o eixo orientado da esquerda para a dir eita € 0
das abcissas(w4v), o que se afasta é o das ordenadas (U%U) e o vertical é o das
alturas (z%). O eixo dos a, ao ser aplicado, transforma-se numa circunferéncia; a
origem deste eixo é colocada sobre o ponto [1,0,0] do novo espacotridimensional

e optou-se pelo sentido anti-horariopara o crescimentode a.

Consideremos em seguida a projeccadoortogonal de cada curva do cilindr o sobre
um plano axial contendo o eixo dos w (Figura VI.3.5). Desta forma promove-
mos uma transformacé&o do espacoinicial (a, f), bidimensional, sobre outro espaco
(w, U), igualmente bidimensional.

Com a orientacdo indicada, os valoresde f de (a, f) séo replicados sem alter-
acOesnas ordenadasdo novo espaco(w,U), U = f. As novas abcissasw, porém,
relacionam-secom a antiga variavel independente a pela expressao:

(V1.3.4) W = cosa, a= arccosw
A primeira funcéo de basede Fourier, f, = sin a, correspondera, apds a transfor -
macao, a fungéo (FiguraVl1.3.5):

= Cosa

W
(V1.3.5) U - sna
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FIGURA V1.3.4. Superficie (a, f) depois de aplicada a um cilindr o

em que o parametro a pode ser eliminado, fazendo:
U = sina
gin (a&ccosw)

< +q1 [cos(arccosw)]? $ 0 a p

1 [cos(arccosw)]> $ p a 2p

+p1w2$0ap

pl wZ $p a 2p
+Ui(w) $ 0 a p
Ul(W) $ P a 2p

(V1.3.6)

(V1.3.7) =
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@k= 1 byk= 2 ©k= 3
] U U
a=0 a=0 a=0
w w w
a=p a=p a=p
. 0 11 0 1 1 0 1
(d) Us(cos(w)) (e) Uz(cos(w)) () Us(cos(w))

FIGURA VI1.3.5. Transformacdesde sin(ka) ! Uy

Up(w) = + P 1 w2 étomado com o sinal positivo da raiz, correspondendo a ex-
cursdode a pelo intervalo deOap. Assim, U ca univocamente de nido. Quando
a sesitua no intervalo entre p e 2p, usa-se U, (w). Estaregraé comum para to-
dos asfuncdes desta familia .

A segunda funcéo de basede Fourier, f, = sin 2a, correspondera, apos a transfor -
macdao, a fungéo (FiguraV1.3.5):

cosa
sin 2a

W
(V1.3.8) U

Atendendo aque sin(2a) = sin(a+ a) = sinacosa+ cosasina = (2cosa) sina
e asexpressoey¥|.3.5eVI.3.6,

| O R —
(V1.3.9) U= (2cosa)sina=2w 1 w2= Us(w)
Ias funcBes de Tchebitchev também se de nem fora do intervalo [ 1p1], onde as fungdes

trigoﬁ]ométricas s&osubstituidas pelas suascongéneres hiperbdlicas e o radical 1 w2 é substituido
por w2 1. Neste estudo, porém, restringir -nos-emosao intervalo mencionado para w.
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Usando o mesmo método para a f3 = sin 3w, (FiguraVI.3.5):

cosa
sin 3a

W
(V1.3.10) U

Aplicando novamente a formula do senoda soma,
sin3a = sin(2a+ a)

= sin2acosa+ cosZasirha i
[(2cosa) sina] cosa + cos’a sina sina

2coa sina+ cosfa 1+ cosfa sina

4coa 1 sina

p
= 4aw? 1 1 w2

(V1.3.11) Us (W)

Em todos os casosfoi possivel colocar sina em evidéncia. O factor que multi-
plica sina é necessariamenteuma funcédo par em a, que assume a forma de um
polinébmio em cosa. Designemospor p, (cosa) estespolinomios. Assim, temos:

pi(cosa) = 1
(V1.3.12) p2(cosa) = 2cosa
ps(cosa) = 4costa 1

As expressdegara sin 4a e seguintespoderia serobtida aplicando sucessivamente
aférmuladosenodasoma Nao €&, porém, necessario.As expressdey¥|.3.12ja encon-
tradas séo os trés primeir os polinébmiosde Tchebitchede segundaespécigconf. [1]).
Estafamilia de fun¢cbes é também ortogonal e normada e goza de importantes pro-
priedades. Uma dessaspropriedades mais inter essantest a facilidade com que séo
geradosrecursivamente. Repare-seque, fazendo w = cosa, vem p3 = 2p,w  pq;
seconsiderassemospg = 0, poderiamos também obter p, = 2p;w  pg. Estalei é
geral para a formacéo dos polinémios destafamilia (TabelaVI.3.%:

(VI1.3.13) Pn+1= 2PaW  Pn 1

Outra propriedade é:

Uk (a)
Pk (cosa) sina

(V1.3.14) sin (ka)

gue permite fazer uma ponte entre o desenvolvimento de Fourier e outro desen-
volvimento em fun¢degleTchebitchedesegundaespécie

Fazendoa = 2mew = cos2m a exprssédd|.3.1 pode tomar a nova forma:

j parteperiodica & = by sin 2m+ by sin 4m+ bg sin 6m+

b Uy (2m) + U3 (2m) + Uz (2m) +
[byp1 (W) + bpp2 (W) + bzps(w) +  ]sin2m

(VI.3.15)

A combinacédolinear de polindmios encerradanos paréntesisrectosé, ela propria,

um novo polinbmio na variavel w. Designemos por P(w); 0S seus primeir 0s
coe cientes foram calculados e estdoapresentadosna Tabelavl.3.6 . A expressao
completa para o célculo da latitude geodésicaem fungéo da distancia meridiana é:

(VI1.3.16) j = m+ P(w)sin2m



2048n11

102410

512w°

5120n°

TABELA V1.3.5. Polindmios de Tchebitchev de 22 espécie

64w6
128w

256w8 448n6
1024w’

23048 +1792w8
+4608n7

32wd
192w°
+672W°

1792w°

16w
sow*
+ 240w4

560n%

32w3
+80w3
160w3

280w3

4w?

12w?2
24w?2
40w?

+60w?

2w

4w

+ 6w

8w

+ 10w

12w

0 = po(w)
1 = pi(w)
= p2(w)

1 = p3(w)
= pa(w)

+1 = ps(w)
= ps (W)

1 = p7(w)
= pg(w)

+1 = pg(w)
= po (W)

1 10(W)

1
T O

11 (W)

vOldOld3ad 3LHvd ‘€'IA

19
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TABELA VI1.3.6. P(w) [rad]

P(w) = 2.09698617204162 10 17w+
+351273981458073 10 15w5+
+6.82767271975592 10 Bw*+
+1.38609619938685 10 10w3+
+3.01711383572021 10 & w2+
+7.46473288222299 10 6w +
+252949937212941 10 3

F

(o) ew = cos2m Esta expressdoda latitude é mais rapida de
2

comm= 5

calcular.
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