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REsumo. A Projeccao de Gauk-Kriiger é desenvolvida passo a passo com por-
menor suficiente para se implementar uma rotina de calculo em C ou PASCAL.



Introducao

A Projeccao de Gauk-Kriiger é tema incontornével para quem trabalhe com cartas
topogréaficas em Portugal. Os profissionais de Radio estdo neste grupo.

H4 cerca de dez anos, resolvi criar uma rotina para calcular as coordenadas do
mapa, sendo conhecidas as coordenadas geograficas. Este texto pode ser encarado
como o0s apontamentos tomados na altura.

O primeiro problema a resolver é o de assumir a latitude elipséidica ou geodésica
como variavel independente.
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CAP{TULO 1

Tangente i Elipse

I.1. Tangente a circunferéncia

Partindo da equacao da recta definida por dois pontos P e ¢ :

y—Yp  Yp—y,

I1.1 =
( ) ZL‘—XP Xp — Iy

sejam P = (Xp,Yp) um ponto fixo e ¢ = (z4,y,) um ponto genérico, ambos per-
tencentes A circunferéncia de raio R e centro na origem do sistema de coordenadas
(Fiauras I.1.1 e 1.1.2). Nestas condicdes (conf. [3]):

X3+ Y5 =R?
x2 +ys = R?

Xp+Yp=al+y?
X%—xgzyg—Yg

(Xp +24) (Xp —4) = (y, + Yp) (Y — Yp)

yq_YP :X’/’_'_xq
Xp—l‘q yq+Y'p

YP_yq_ XP+~Tq

X'p—SCq _Yp+yq

a recta (I.1.1) toma a forma particular:

y_YP _ YP_yq __XP+xq

IL‘—X'p_Xp—l‘q Yp+yq

a recta secante tornar-se-4 tangente no limite da aproximacao:

q(Xp+ A, Yp+A)) — P(Xp,Yp)

y=Yp Yp—y,  Xp+tXAp+A,) 2Xp + A,

l‘—Xp—X'p—l‘q— Yp+(Yp+Ay) —_2Yp+Ay

13



Ficura I.1.1. A tangente como limite das secantes com um ponto fixo

I. TANGENTE A ELIPSE
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1.2. TANGENTE A ELIPSE 15

Xpx+ Ypy = R? ——

FiGURA 1.1.2. Secante e tangente & circunferéncia

Xpl‘ + Ypy = R2

a ultima equacdo representa a tangente & circunferéncia no ponto P. A equacio
reduzida deduz-se dela:

Xp Yp
T

Se o centro da circunferéncia for um ponto arbitrario do plano C = (X¢,Ye), a
equacao sera:

(Xp — Xe) (v — Xe) + (Yp = Ye) (y — Ye) = R?
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W Xpx + a?Ypy = (ab)? ——

FicURrA 1.2.1. Secante e tangente & elipse

I1.2. Tangente a Elipse

Seguindo o método da Secgdo 1.1, (x,y) sera uma recta Pq se (FIGURA 1.2.1 ):

y—Yp _Yp—y,
ZL’—Xp X’p—SCq

e P e q estardo sobre a Elipse se satisfizerem a equacao reduzida:

o Y
(1.2.1) RRving
ou seja,

X2 Y2

@ T

2 y2

dtpE=1

X_2 YR _ % Y

B2 g2 b2
bzX%JraQYQ:bQ:Enga yg
b (X — ) = a® (y; — Y7)

0 (Xp —xg) (Xp +14) = a® (yg — Yp) (y4 + Yp)



1.3. TANGENTES AOS EXTREMOS DO MESMO DIAMETRO

Yp—yq __ﬁxXp+l‘q

Xp — 2z, a?  Yp+uy,

retomando a equagao da recta,

y—Yp_Yp—yq _bQXXp+l‘q

ZL‘—XP_XP—ZL'q_ ? Yp+yq

e quando ¢ — P obtem-se a equagao da tangente a Elipse:

y—YP . b2 2XP b2 Xp

t—Xp @@ 2 & Yp
a*Yp (y—Yp) = —0*Xp (x — Xp)
a*Ypy — a’Y3 = —b*Xpr + > X3
VXpr + a*Ypy — (VX2 +a?Y3) =0
A expressio entre paréntesis é uma constante, pois se verifica que:
Y

22 + 7= 1 = bv’2% + a®y? = a®V?

2 2

é verdade para todos os pontos da Elipse, em particular para P. Finalmente:

(1.2.2) W Xpz + a®Ypy — (ab)® =0

17

é a equacao geral da tangente & Elipse no ponto P. Desta, deduz-se a equacao

reduzida:

(I.2.3) Pt Ly =
a
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Ficura 1.3.1. Diametro

1.3. Tangentes aos extremos do mesmo didmetro

Seja P = (Xp,Yp) um ponto pré-estabelecido da Elipse de centro C suposto na
origem do plano de coordenadas . C e P sao dois pontos do didmetro no ponto
P. A equagdo da recta que contém o didmetro pode determinar-se aplicando a eq.
(1.1.1):

’y—Y'p . Yp—o . Yp

ZL‘—XP _XP—O_X'p

que é equivalente a (FIGURA 1.3.1):

(L.3.1) Ypr — Xpy =0

O outro extremo do mesmo didmetro é o simétrico de P relativamente ao centro de
coordenadas, ou seja, (—Xp, —Yp) . Pode verificar-se por substitui¢cdo que satisfaz
(I.3.1) e também (I.2.1).

Seja P! = (Xp/,Yp') = (—Xp,—Yp) o segundo extremo do didmetro. Entdo, a
tangente & Elipse neste ponto sera (conf eq 1.2.2):

VXpx + a?Ypy — (ab)’> =0

que, expressa nas coordenadas do ponto inicial, toma a forma:

—b*Xpx — a®Ypy — (ab)®> = 0

equagao esta equivalente a:

(1.3.2) V2 Xpx + a?Ypy + (ab)* = 0



I.4. DIAMETRO PARALELO AS TANGENTES 19

a b
b’ Xpx + a’Ypy = (a R
b’ Xpx + a?Ypy = —(ab)? ——
Y

(EP+ (02 =1 —

7)/

F1GURA 1.3.2. Tangentes nos extremos do didmetro

A intersec¢do das rectas tangentes nos dois extremos do mesmo didmetro é deter-
minada pelo sistema:

VXpr +a*Ypy —(a?h?) =0
VXpr +a?Ypy +(a®?) =0

Por simples inspeccao se verifica que as duas equagoes sao em tudo idénticas ex-
cepto no sinal do termo independente. Pode concluir-se que as duas tangentes
sao paralelas e que ocupam posigcoes simétricas relativamente ao centro da Elipse
(F1GURa 1.3.2).

I.4. Diadmetro paralelo as tangentes

A recta paralela & tangente que passa pelo centro de coordenadas O = (0,0)
obtem-se da equagdo (1.2.2), anulando o termo independente:

(1.4.1) V' Xpx + a*Ypy =0

Ver-se-4 em seguida que esta passagem de um didmetro para outro que é paralelo as
tangentes nos seus extremos, ao ser aplicada segunda vez ao resultado, reconduz-nos
ao didmetro original. Para isso:

(1) Determina-se os extremos do didmetro paralelo as tangentes;

(2) Selecciona-se um desses extremos e determina-se a tangente a Elipse que
0 contém;

(3) Determina-se a recta central paralela a tangente no extremo seleccionado;

(4) Verifica-se se essa recta passa pelo ponto original.
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TABELA 1.4.1. Extremos do didmetro paralelo as tangentes

Diametro inicial (Xp, Yfp) (—Xp, —Yfp)
Diametro paralelo
as tangentes (4Yp, —gXp) (—2Yp, %X’P)

Comecando pela determinagdo dos extremos do didmetro paralelo as tangentes,
estes resultam da interseccao da Elipse com a recta que contém o centro e é paralela
4 tangente:

2 2

(I.4.2) % + ‘Z—Q =1 Y (z,y) eelipse

Na equagédo (I.4.1) exprima-se y em fungio de x :

_ P Xp
v= a? Y'px

substituindo o valor encontrado em (1.4.2):

(a®Y3 + 0’ X3) 2 = 'Y} bz + a’y = a’b* Y (2, y) eelipse

2 a?
:Z‘—_

— b2Y7§ :>$C::|:%Yp

De modo idéntico se determina a ordenada Yy — :FgXp. A TABELA 1.4.1 resume
os calculos dos extremos.

Seja agora Q = (Xg,Yo) um extremo do didmetro paralelo tangente, por exemplo
(%Yp, —gXp). A tangente & Elipse neste ponto é dada pela equacao (I1.2.2):
V¥ Xox 4+ a*Yoy — (ab)® =0

e a recta paralela a esta tangente que passa pelo centro tem a equagao:

V' Xox +a*Yoy =0

substituindo nesta tltima Xg e Yo pelas coordenadas do ponto original, obtem-se:

b
bQ%pr — azaXpy =0

equivalente a:

Ypl‘—Xpy =0
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b2 X z +a? YQ%/
Y,

ng+a y*()—

Ficura 1.4.1. Conjugado do didmetro conjugado

b2X77.17+a2Y77 :(ab)2
b’ Xpx +a’Ypy=0 —

Y

FiGuraA 1.4.2. Diametros conjugados

Esta dltima é a recta central que passa por (Xp,Yp) (conf. 1.3.1) , ou seja, que
contém o didmetro original, o que completa a demonstracdo (F1GUrRA 1.4.1).

Cabe agora introduzir uma defini¢do formal:

DEFINITION. Dado um diametro da Elipse, chama-se didmetro conjugado ao didmetro
paralelo as tangentes nos pontos extremos (FIGURA 1.4.2).
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FicUraA 1.4.3. Didmetro paralelo as tangentes no Cardidide

O conceito de didmetro conjugado na Elipse é introduzido por [3], mas ndo é certo
que se mantenha na Pedagogia moderna. Apesar da 6bvia colisdo seméntica com um
conceito diferente dos nimeros complexos, iremos explora-lo, ja que dele se podem
inferir directamente algumas relagoes que serdo usadas no estudo da normal.

E-nos permitido, a partir de agora, falar em par de didmetros conjugados (no plu-
ral). Pode verificar-se que esta propriedade esta longe de ser extensivel a outras
curvas. Basta tentar identificar didmetros conjugados no Cardidide, por exemplo
(FIGURA 1.4.3).

O conjugado do diametero méximo da Elipse é o didmetro minimo e — s6 neste caso
— os didmetros conjugados sdo perpendiculares.

I.5. Semi-didmetros conjugados
Considere-se novamente um ponto P = (Xp,Yp) da Elipse e designemos por @ o
—
vector central OP e por ¢ a distancia de P ao centro O ou semi-didmetro.

—

(L5.1) 0=|0P| = \/x3+ V2

Esta distancia pode exprimir-se apenas em funcao da abcissa x, a partir da equacao
da Elipse. Para isso isola-se Y:

X2 Y2
@ Tt
b2
2 2 2

substituindo depois este valor no semi-didmetro (I1.5.1):

a? — b?

=X+ YE=0"+ — | Xp = 0? + 2X3

a

Introduziu-se aqui uma nova expressao:

a? — b2

a

(I.5.3) €

designada primeira excentricidade da Elipse.
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FicUuraA 1.5.1. Soma dos quadrados dos semi-didmetros conjugados.

Seja 0conj 0 semi-didmetro conjugado de p. Usando as coordenadas da TABELA

I.4.1 e a expressao (1.5.2),
onnj - X727’ + Yp
= 5[5 (@ - X)) + 5
= a*— X5+ Z_ZX%
CL2 . (a2a—2b2) X%
_ @ — X2

Adicionando agora os quadrados dos dois semi-didmetros conjugados, obtem-se:
0° + ngj =b + 52X723 +a® — EZX% =a® + b

que nao depende do ponto escolhido. Em conclusao, a soma dos quadrados de dois
quaisquer semi-didmetros conjugados da Elipse é constante.

A FIGUraA L.5.1 ilustra esta propriedade. gconj € 0 conjugado de o . O angulo
ZOQ'R é recto com lados iguais aos semi-diametros conjugados. A hipotenusa OR
é igual & formada com os semi-didmetros principais a e b, OS. Note-se o facto de
os semi-didmetros conjugados da Elipse manterem esta relacdo — tao caracteristica
de tridngulos rectangulos— apesar de ndo formarem em geral 4ngulos rectos, como
acontece com a circunferéncia.
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y/

FiGura 1.6.1. Produto dos semi-eixos.

I.6. Distancia do centro a tangente

Tomando novamente a equacio da recta tangente que passa por um ponto P (eq.
1.2.2):
2 2 2
b*Xpx + a*Ypy — (ab)” =0

e igualando os termos semelhantes aos da equagao geral da recta, Ax+By+C =0,

A = BXp

B = CLQYP

C = —d?

determina-se a distancia & origem das coordenadas, que também é o centro da
Elipse, por:

2 212
5 C B a“b

— 12 2 T 12 a2
A+ B* L X2 4+ aY2

finalmente, (conf. TABELA 1.4.1) — designando o semi-didmetro conjugado por gcon;:

p

a’b?
(161) p2 = 3 = ngzon]’ = a’2b2 — chonj = ab

conj

ou seja, o produto da distdncia da tangente ao centro pelo semi-didmetro conjugado
€ constante (Figura 1.6.1). Quando o ponto de partida P é a extremidade do semi-
eixo maior a, o semi-didmetro conjugado oconj € 0 semi-eixo menor b.



CAP{TULO II

Normal & Elipse

I1.1. Equagao geral

Considerando novamente na Elipse um ponto fixo P = (Xp,Yp) e a tangente que
o contém (Figura I1.1.1):

Pode usar-se os coeficientes de x e y da equacgdo da tangente para construir outra
equagao de uma recta que lhe seja perpendicular e que passe também por P =
(Xp,Yp). O resultado sera:

Yp

(I1.1.1) 5 (6= Xp) =

Xp
“Ply-Y,

a2 (y 73)

(Note-se que os coeficientes que afectam as variaveis foram trocados, e que o sinal
de um deles foi invertido). Para passar & forma geral da equagido da normal I1.1.1,
faz-se:

a? b?
—(z—Xp)=—(y—-Y,
XP@ P) Yp(y P)
Y
P
: AT —
N/

FiGUuRrA II.1.1. Normal & Elipse

25
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2 2
a , b

— r—a? =y —}?
pr a Ypy

2 b2
L T y=a P
Xp Yp

e, chamando c? a a? — b?, vira:

a? b?
I1.1.2 — = —y - =
(IL.1.2) oy ¢ =0

I1.2. Intersecgoes com os eixos coordenados

Deduzem-se da equacao I1.1.2.

Intersecgao com o eixo das abcissas: Fazendo primeiro y = 0,

a? c?
— == x:—sz:z—:ZXp
Xp a
. .2 2_p2 4 . . . . .
pois & = & azb = ¢2 é a primeira excentricidade da Elipse. Ao ponto com esta

abcissa e ordenada nula chamar-se-4 V.

Intersecgao com o eixo das ordenadas: Com z = 0,

b? c?
2 "2
P
.. . 2 232 .
Aqui introduziu-se uma nova constante ¢2 = == “b—2b, designada segunda ez-

centricidade da Elipse. O ponto de coordenadas (0, —e?Yp) sera designado por
N’(Figura I1.1.1).

I1.3. Sub-Normal e sub-Tangente

Sub-Normal. E o segmento N M (Figura I1.3.1):
NM OM — ON
Xy) — €2X73
= Ql — a2a—2b2> Xp
2

|

e

|

e

_l’_

Y
5

Observe-se que a recta normal divide o segmento da abcissa em dois segmentos cuja
razao € constante.



II.4. COMPRIMENTO DA NORMAL 27

-

FicUraA I1.3.1. Sub-normal e sub-tangente

Sub-Tangente. E o segmento MT (Figura 11.3.1):
MT = OT-0OM

Sendo T a interseccdo da tangente com o eixo das abcissas, obtem-se a partir da
equacdo geral da tangente (conf. 1.3.2)

Xp Yp
fazendo y =0
Xn
@2
do que resulta:
a’® —
r=——=0T
Xp
Finalmente, substituindo
- . a2 . a27X72,
MT = X5 Xp = s

I1.4. Comprimento da normal

E o comprimento do segmento PN (Figura II.3.1):
2

PN’ = PM’ +MN’
= Y2+ (2—2)@;)2
= Y3+ 5X3
= & (8vE+5x3)

a
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i
1

Y
ﬂ
(@)

Ficura I1.4.1. Normal prolongada

sendo a ultima expressao entre paréntesis o quadrado do semi-didmetro conjugado
(conf Tabela 1.4.1)
2. 2
2 b* - Oconj

PN = —

AT chonj

(I1.4.1) PN = —Seond
a

a esta grandeza chamar-se-a simplesmente normal a Elipse no ponto P e serd des-
ignada por n.

De forma idéntica se pode ver que (Figura I1.4.1) :
PN" = PQ +ON"
— X2+ (Q0 + ON)*
- e o (5]
2
62
= X3+ (145) v3
2 2 2 2 4
— X%+(b+a—b) Y2:X%+‘Z—4Y7§

2

b2
2 b2 2 2 2
= Z_2< 2X79+Z_2YP>

a

ou seja:
A2 _ a’2 ggonj
(I1.4.2) PN" = —=
PN/ — anbonj

Ao comprimento do segmento PN’ que se pode definir para cada ponto P da Elipse
também se d4 o nome de normal prolongada e seré referido adiante por n’ .
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FicuraA I1.5.1. Quadrado do semi-didmetro conjugado

I1.5. Relagoes notaveis com a normal

De I1.4.1 e 11.4.2 retira-se:

AT AT b conj conj
(1151) PNPNI = Qa / X agb L = ngnj

O produto dos comprimentos dos segmentos definidos na recta normal pelas inter-
secgOes com os eixos coordenados, por uma lado, e com tangente, por outro € igual
ao quadrado do semi-diémetro conjugado (Figura IL5.1).

Chamando agora p & distancia do centro O & tangente (Figura I1.5.2), obtém-se
outra relacao:

n = P—N — chonj

a
(conf. IT.4.1) e
ab
p =
Qconj
(conf. 1.6.1)
b j b
(I1.5.2) np = Peonj o D0 _ 2

a Oconj

o produto da normal pela distdncia do centro a tangente é constante. Quando o
ponto da Elipse considerado P é uma extremidade do eixo menor, a normal e a
distancia da tangente ao centro sao iguais.

Outra forma de exprimir esta relagdo é a seguinte: o semi-eixo menor é a média
geométrica da normal e da distdncia polar da tangente, qualquer que seja o ponto
da Elipse escolhido.
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FI1GURA I1.5.2. Quadrado do semi-eizo menor

I1.6. Distancia polar da tangente em funcao do seu dngulo polar

Partindo agora da forma reduzida da equagido da tangente & Elipse (conf. 1.2.9),

Xp Yp
2t py=l

e convertendo esta & forma polar:
CoOSp -T+sinp-y=7p

obtemos sucessivamente:

Xp cosgo/\Yp _ singp

a? P b2 P
cos sin
Xp = P2 py, = 2Py
p
Atendendo a que
Xp Yo,
a? 2

pois P = [Xp, Yp] pertence também & Elipse (Figura I1.6.1) ,

1 [cos’p , 1 [sin?¢ ,
@( 7 a)*z?a( 2 )1

a’ cos® p + b?sin? ¢ = p?
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FIGURA I1.6.1. Angulo polar da tangente

p = Va2cos? o+ b2sin® o
(IL6.1) = \/a2 (1 —sin®p) +a? (1 —€?)sin’p
= ay/1—e2sin’p

= a-A(p)

Nesta determinacao da distancia polar foi considerada a definicao da primeira ez-

centricidade da Elipse ( 1.5.3) e introduziu-se uma nova fungéo,

(I1.6.2) A(p) =4/1—¢e2sinp

conhecida como amplitude delta(Figura 11.6.2).

I1.7. Normal em func¢ao do angulo com o eixo das abcissas

Das relagoes 11.5.2 e 11.6.1 obtem-se ( Figura I1.7.1):
(II.7.1)
2 a?—a’+b?
S SO e BPTIEE
p al(p) Al A () A(p)

(ver Figura I11.7.2).

Tal como a normal n = NP, também a normal prolongada n' = N'P (Figura
I1.7.3) pode exprimir-se em fungdo do angulo com o eixo das abcissas. De I1.5.1,
obtém-se:

0
n' = N'p = 2
n
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o
o3

Ficura I1.6.2. Funcdo A (¢) em [0, 7]

—
N

FicUura I1.7.1. Normal em funcido do angulo com o eixo das abcissas

mas também de I1.4.1 se retira:

do que se conclui:
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Fiaura I1.7.2. Funcdo n () em [0, 7]

n' /NP 2

FicuraA I1.7.3. Normal prolongada em funcao do adngulo com o
eixo das abcissas

Lembrando que a (1 —¢?) = £,

a b? a a
II.7.2 'n,l = — X = g
( ) b al(p)  Alp) 1 —e2sin® @

(ver Figura II1.7.4).



34 II. NORMAL A ELIPSE

o3

Ficura I1.7.4. Funcdo n’ () em [0, 7

I1.8. Curvatura

Facamos agora um paréntesis na Elipse, para observarmos um conceito intimamente
relacionado com a normal. Segundo [1]:

curvatura: é a derivada do dngulo da tangente em ordem ao comprimento
do arco:

_do
~ds

Note-se, desde ja, que é indiferente tomar a variagdo do declive da tangente ou da

(IL.8.1) K

normal, pois as duas sdo sempre perpendiculares. Sejam quais forem as fungoes f
e g que descrevem as coordenadas ortonormais x e y relativamente a um pardmetro
comum t,

(I1.8.2) {Z - g ((Zf))

o incremento elementar do arco define-se, a menos de um infinitésimo de ordem
superior, pela regra de Pitagoras:

As? =~ Az + Ay?

dx 2 dy 2
As? ~ [ —=At —At
o= () ()

lim g— d_x 2+ @ 2
At—0 At dt dt
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ds dz\? n dy 2
dt dt dt
Como « é uma funcio de ¢ e t é uma fungéo de s,

_dadi_da__ 1
dt ds dt (d:v)2+ (dy)2

Por outro lado:

dy dy dt %
tana = 24 - Y dt

dr  dt dr e

que,ao ser derivada segunda vez, origina:

do dx d?y dy d’z

Tt A2 At A2
sec? 2 _ dta gt dt
dt (d_:v)

t

Substituindo nesta ultima

S

~—
[\

(
(

sec’a=1+tan’a =1+

&E
~—
[\

”fi—i‘ toma a forma:

do dx d?y dy d?x

A _ gt @z T at de?
dt dz)\2 | (dy)?
(%) + (&)
resultando para x o valor:
dx d%y dy d*z

(II 8 3) P dt dt> dt dt?
Q. 3
(o) + ()]

O reciproco da curvatura é o raio de curvatura. Estas grandezas gozam de pro-
priedades especiais, entre as quais a de serem invariantes com o parametro que
descreve as coordenadas e também com as operacoes de translacc¢ao e rotagao, isto
é, sao caracteristicas da curva na vizinhanca de cada ponto. Também permitem
definir o circulo osculador & curva, para uma aproximacio de segunda ordem.







CAP{TULO 1III

Latitude elipséidica

IT1.1. Definigao

A latitude elipsdidica vem definida em qualquer livro de especialidade. Cite-se
primeiro [4]:

“La altura del polo sobre el horizonte (siendo este el plano normal
a la vertical del lugar).”

Em [2] pode ler-se:

“Latitude on the ellipsoid is called geodetic latitude. We define
geodetic latitude as the angle formed by the line from the equator
toward the center of the earth, and a second line perpendicular to
the ellipsoid surface at one’s location”.

As duas definigbes sdo equivalentes (Figura II1.1.1). Fazendo conincidir o eixo yy’
com o eixo de rotacdo de modo a que a origem das ordenadas fique sobre o Centro

da Terra, o eixo xz’ fica sobre o Equador. A estrela simboliza a direc¢do do eixo de
revolucao da Terra, que aponta para préximo da Estrela Polar. A direc¢cdo normal

pAe

A z

F1GURA III.1.1. Definicao de latitude elipsdidica.

37



38 III. LATITUDE ELIPSOIDICA

/ P /
{ n \ T i
T T 4

Ficura III.1.2. Abcissa e ordenada da Elipse em funcdo da lati-
tude elipsoidica

4 Elipse é facilmente observavel com um fio de prumo. Os angulos assinalados tém
lados perpendiculares dois a dois’.

As coordenadas cartesianas da Elipse em func¢do da latitude elipsdidica deduzem-
se das expressoes da normal e da normal prolongada (Figura II1.1.2) e sdo (conf.
1171 e 11.7.9):

r = n’coswz\/#mcoswzﬁcow
(II1.1.1) . a(1-2?) a(1-2?)
y = nsinp =

——Z__Sin Y = ——2 sin
\/1—€2 sin? © ¥ A(p) ¥

Estas fungbes lembram o seno e o coseno trigonométricos (Figura II1.1.3), mas
podem afastar-se bastante delas se a excentricidade fér apreciavel.

1o 4dngulo formado pela direccdo da Estrela Polar com a Direcgdo Zenital, indicada pelo
Fio de Prumo, é o mais facil de medir. O resultado é o dngulo complementar da Latitude, ou
co-latitude.
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a_
b_ 2
255 sin(o)
0 —7
5 T
Az cos(¥)
—b
o]

Ficura III1.1.3. Fungdes z () e y (p) em [0, 7]

II1.2. Primeira derivada da abcissa em ordem a latitude elipséidica

acos ¢
T
(1762 sin? Lp) 2

a (1 — &2 sin? gp)

2 cos

[a (1 —e%sin® cp)fé Cos go}
1
2

(cos @)’
a(—1) (1—e%sin®p)" : (—&? -2 -sinp - cos ) cos o+

1
+a (1 —&*sin® ) * (—sinyp)

ae? sin p cos ¢ . asin g

_1
a[(l—szsin2cp 2} Cosgo+a 1—5 sin cp)

3 1

(1 €2 sin? @)2 (1—5251112 <p)2

asin g 2 2, 2242
(o) (e cos? p — (1 — e%sin® p) |

asin ¢ 2 2, 2 2
(175231n24p)% (e?cos? o — 1+ e?sin® )

asing 2 2 202 -
(176231n24p)% [8 (cos © + sin <p) 1]
a( 1) sin ¢ _ _a(17€2)sin<p
(1 6231n Lp)% Al

_F
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IT1.3. Primeira derivada da ordenada em ordem a latitude elipséidica

Partindo da equacgao reduzida da Elipse:

2 2
x Yy
2 tp =t

obtem-se, desembaracando de denominadores:
b2 + a2y2 — a2h?
O coeficiente de x? pode também ser expresso em a:
a2 (1 - 82) 22 —l—a2y2 — a2B?
(1—52)x2+y2:b2:ct6
L2y g =0
de
(1—€)2za’ 4+ 2yy' =0

substituindo agora a derivada ja encontrada (conf I11.2.1):

(1-¢%) 20 (—5) + 29/ =0

A
1— 2
1— &2 1—¢£2
(II1.3.1) y' = ( 26 >x = al=¢) 5 COS
A (1 —esin’p)?

I11.4. Declive da tangente em fungao da latitude elipséidica

W o
a1 m=Z-L_ 2L _SBP_
R y sin

Note-se que o raio polar da tangente tem por declive tan ¢ e a prépria tangente,
por ser perpendicular ao seu raio polar, deveria ter como declive o valor simétrico
do reciproco, que foi o que se determinou. Ou seja, o declive da tangente & Elipse,
expressa em termos da latitude elipséidica, tem a mesma forma que o declive da
tangente & circunferéncia expressa em fun¢do do seu angulo polar.

Se 0 andamento de z (¢) e y (¢) ja se afastava sensivelmente do das suas congéneres
trigonométricas, o andamento das derivadas g—; e 3—3;, como se pode apreciar pela
Figura II1.4.1, afasta-se ainda mais. Por isso, pode parecer surpreendente que o
quociente das derivadas Z—: produza o mesmo resultado que o que teria sido en-
contrado se todo o estudo tivesse abordado a circunferéncia em vez da Elipse.
Se, porém, nos fixarmos no significado geométrico das grandezas em jogo (Figura

I11.4.2), a surpresa desaparece.
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a- — cot(yp)
b_
de
0 A | g
T .
dx
de
—b
_a /
Figura II1.4.1. Fungdes %, Z—y e L em [0, 7]
) de T
Y
y'Ap

FiGura II1.4.2. Declive da tangente

IT1.5. Segunda derivada da abcissa em fungao da latitude elipséidica



42
d*x
dp?

(I11.5.1)
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d
= - (YA = AT -y () AT
2
A derivada y’ ja foi determinada (I11.2.1), e a derivada da amplitude delta é:
2.2 41 g?
A = [(1 — &’ sin go)Q} =-3X sin ¢ cos

Considerando também as expressoes = e de y' (conf. III.1.1 e I11.3.1):

(I11.5.2)
2%3 —(1—5%&4—%( Asmgpco&gp)

I11.6. Segunda

(1-2) g
%— % 262y sin ¢ cos ¢ —

2y 2

€7 sin  cos ¢

(1-e? z]

125 sin  cos @ - a(l—&tz)singo—%a(l—ez)cosga]
[ (1 —€ )cosgp] (2625111230—{—1)

(1+2€ sin gp)

derivada da ordenada em ordem a latitude elipséidica

= 2l -eyea

— (1—22) (zA2) |

= (1—8)[’A2+x(A*2)]
(- ) [yAA 4 (22 AN

Usando sucessivamente as relagoes I11.5.1, II1.1.1 e II1.2.1:

dy
dp?

(I11.6.1)

II1.7. Raio de

(1 —¢?)[—yA=* —20A=3 (—e%sin p cos pA™H)]
Ar (1 —€?) (2e?sinpcosp -z — y)

ﬁ (1 — 52) <252 sinpcosp-acosp a<1—€2)sin<p
curvatura da Elipse em fungao da latitude elipséidica

A

A
a (1 - %)
— 45 [2¢% cos® p —

a (1l — &?)sin p 2% cos? p —

(1—¢)]

O raio de curvatura de uma funcdo definida de forma paramétrica obedece & ex-
pressédo geral (conf I1.8.3):

(SL’IQ + yIQ)%

xlyl/ _ y/x/l

que serd agora aplicada & Elipse expressa em func¢io da latitude elipséidica.

(.T’Q + y/2>%

M (p) =

x’{—

’
<z [262 cos? p —

(1-e)]} —y (-4 )(1+25251n )
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A? (22 + y'Q)%

—2 [2e2 cos® o — (1 — €2)] + y? (1 + 2e2sin® p)

A2 [z— + —(”2)2””1 E

A4

B —1—24 [2e2cos?p — (1 — )] + 7(12?12 (1 + 2e2¢in? gp) B
B A [y + (1= &%) a?] B

ﬁ {(1 —e?)x? (1 + 2e2sin? go) —y?[2e2cos?p — (1 — 52)]}

|:a2(1—52)2 sin? ¢ 4 (1—52)2(12 cos? <p}

AQ AQ

(1—e2)° GQCAO%% (14 2e%sin® p) — 2(1-e?)’sin’ ¢ [2e2 cos? p — (1 — &2)]

A2
3
[a2<1—62)2cos2¢ (1—62)2(12 sin230:| 2
A2 + A2

a “2(1%2)2 [cos2 ® (1 + 2e2sin? gp) —sin? p (262 cos? p — 1 + 52)}
a2(1-¢2)?
{% (cos? ¢ + sin® gp)]

2

OLQOTTQ)Q (C082 @ + 2e2 cos? psin® p — 22 cos? g sin? ¢ + sin® p — 2 sin? <p)
aS 1— 2 3
B <A3E ) B a(l— 82)
OLQ(lA;;Q)Q (1 —e2sin? o) A (1 —e2sin® o)

Em conclusao (conf. I1.7.2):

o a(l-¢?) a(1-¢€?) _n,1—52
(I11.7.1) M (p) = (1 cronr w)% T A (g T AZ(p)

O andamento geral do raio de curvatura dg Elipse em funcdo da latitude elipsdidica
pode ser observado na Figura III.7.1 . E minimo no Equador (Figura I11.7.2) e
méximo nos polos (Figura I11.7.9).

A Figura II1.7.4 compara os andamentos do raio de curvatura e da normal pro-
longada. E a Figuralll. 7.5 mostra o lugar geométrico dos centros de curvatura da
Elipse assim como o circulo osculador correspondente 4 latitude elipséidica ¢ = 45°.
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. M(p)
b_
" T
4’y
oL dy?
0 — |
- .
&’z
—b 07 :

Ficura II1.7.1. Fungdo M (p) em [0, 7]

Fi1Gura II1.7.2. Circulo osculador de raio minimo
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FIGURA II1.7.3. CPrculo osculador de raio méaximo

AZ(p)

N —

Ficura II1.7.4. Raio de curvatura M (¢) e funcdo A (¢) em [0, 7]
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Ficura II1.7.5. Lugar geométrico dos centros de curvatura.
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