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x (ϕ)
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dx
dϕ

µ dy
dϕ
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yjÿ�zxÿ!{�ù�|h} ü3|=û7ü�~��5�kúM�*�h|h�fü;úM�3|��5�qù
�2�j���������1�}�?�¶�7¡�� ���o���¶���|�G�b�_�G�¯�1�o¨��?�­�?�¯� ���p�1���­§!�x���;���;§

P
�

q
Æ

�T�M��������� y − YP

x − XP

=
YP − yq

XP − xq

§��9�*���
P ≡ (XP , YP)

�?�é� ���;���·¨�¹'�»�
q = (xq , yq)

�?�é�x���;�������o���o�G���o��µ=�j�t£x��§-� �b�*�
�G�o���o�o�;���7§��|�_���G�o�?�1Äk�b���b���_�­�t�1�¥�L�j���

R
O��o�o�;���G�t� �t���������b�¢�?�|§���§*���b�¯�¶�1���_�'���L�1�b�����?��§�a���
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{

X2
P + Y 2

P = R2

x2
q + y2

q = R2

X2
P + Y 2

P = x2
q + y2

q

X2
P − x2

q = y2
q − Y 2

P

(XP + xq) (XP − xq) = (yq + YP) (yq − YP)

yq − YP

XP − xq

=
XP + xq

yq + YP

YP − yq

XP − xq

= −XP + xq

YP + yq

�¶�G�b�Z�L� � ö ª�Á�ª�Á � �����¯�¯�|Äk���G�}�¶���j�����­�_�?�­�j�7Æ

y − YP

x − XP

=
YP − yq

XP − xq

= −XP + xq

YP + yq

�¶�G�b�Z�L�¯§*�7�o�j�;�G�-�G���G���j����§��_� ���L�j�?���o�;�����?�BË8LWÐ&LWÍ+Ot�?�¯���?���N¹1���}���o����Æ

q (XP + ∆x, YP + ∆y) −→ P (XP , YP)

y − YP

x − XP

=
YP − yq

XP − xq

= −XP + (XP + ∆x)

YP + (YP + ∆y)
= −2XP + ∆x

2YP + ∆y

q*Ö
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XPx + YPy = R2

�Æ�
�Ç�)���È�V�������Z� "'�7�o�����G�����G�j�����o�;�G�É�¯�o�¬�L�_�?�?Äk�o�%�o���o���

lim
q→P

y − YP

x − XP

= −XP

YP

(y − YP) YP = −XP (x − XP)

YPy − Y 2
P = −XPx + X2

P

XPx + YPy = X2
P + Y 2

P

XPx + YPy = R2

��Î?�¬�����}�B�b¡;�����b�j�����b�?�G�b§��o�;�G���iÍÊHjÈ;Ç-O_È ÍÊOfË�WALSJ%W_É1È�ÌAOAJ�ÍoÈ_WQL�H²�����x���;�G�
P
ª·~¢�7¡;�����b�j�

�G�b�1��³o�­�?�¯�1�b�1��³_� §*���1�b����Æ

XP

R2
x +

YP

R2
y = 1

"'���i�_�o�;�G���i�?�±�_���G�o�?�1Äk�o�%�o� �_�­�²Ä
Î��¯�?� � �����G� ����£?�¬���L�j�G���þ�1�i�?�­�j�?�
C ≡ (XC , YC)

µ��
�7¡�� ���o���¶§��o�L�?Æ

(XP − XC) (x − XC) + (YP − YC) (y − YC) = R2
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b2XPx + a2YPy = (ab)2

�Æ�
�Ç�Ç���Ð�V�i�)����� "1�b�o���;�������G���?���b���G���|�b�¬����§��
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"'�b���?�����1�¯�¯�¯�_�G�'�?�·�?�2"'�b�b�o�j� ö ª�Á�µ
(x, y)

§��o�L�t�?�}�¯�G�b�_�G�
Pq

§�� �a�Æ�
�Ç�)���È�V�i�Z���Õ� Æ

y − YP

x − XP

=
YP − yq

XP − xq

�
P
�

q
�b§*�G���G���¶§���£?�G���|¸5�¬����§���§*��§G�d�G��§*¨�³o�b���b�¦�¶�b¡;�����b�j�¶���7�1�?³b���?��Æ

�T�M��Ö������ x2

a2
+

y2

b2
= 1

����§��9�*��µ

{

X2
P

a2 +
Y 2
P

b2 = 1
x2

q

a2 +
y2

q

b2 = 1

X2
P

a2
+

Y 2
P

b2
=

x2
q

a2
+

y2
q

b2

b2X2
P + a2Y 2

P = b2x2
q + a2y2

q

b2
(

X2
P − x2

q

)

= a2
(

y2
q − Y 2

P

)

b2 (XP − xq) (XP + xq) = a2 (yq − YP) (yq + YP)
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YP − yq

XP − xq

= − b2

a2
× XP + xq

YP + yq

�G�_�G���}�j���?�¶�¶�b¡;�����o���¶�?�¶�G�b�_�G�?µ

y − YP

x − XP

=
YP − yq

XP − xq

= − b2

a2
× XP + xq

YP + yq

��¡;���j� �1�
q −→ P

��£?���o�¶� §*���¶�b¡;�����o���¶�?�|�L�j�?���o�;�����¶¸g���¬��§���Æ

y − YP

x − XP

= − b2

a2
× 2XP

2YP

= − b2

a2
× XP

YP

a2YP (y − YP ) = −b2XP (x − XP )

a2YPy − a2Y 2
P = −b2XPx + b2X2

P

b2XP x + a2YPy − (b2X2
P + a2Y 2

P ) = 0

~��o¹'�����7§�§G�j�|�o�;���G�����j�%�o�;���7§*�­§����?�}�ÞWGÌjÈ�PZÍ+HdÈ�Í+Ooµ?� ����§
§������b���¬¨ �o�¶¡;�?��Æ

x2

a2
+

y2

b2
= 1 =⇒ b2x2 + a2y2 = a2b2

�����b�G�����1�������G�t���1�1�;§!��§!�x���;���;§
�?�¶¸g�¬����§���µ?�b� �����*�G���o�?�­�j�!���j�L�
P
ªgÂP�������¬�¯�o�;�G��Æ

�T�M��Ö���Ö��
b2XPx + a2YPy − (ab)2 = 0

�B�þ�7¡;�����b�j�´���o�L�j�!�?�´�L�j�?���o�;���b�þ¸5�¬����§������ �x���;���
P
ª ¾��b§*�G�?µ��1�b�1��³_� §*�B�þ�7¡;�����b�j�

�G�b�1��³o�­�?�?Æ

�T�M��Ö��ißZ� XP

a2
x +

YP

b2
y = 1
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(x
a
)2 + (y

b
)2 = 1

YPx − XPy = 0

�Æ�
���)���D�V��áZ����� ¾-�$�j�¯�o���G�
ydÿ�â/ÿ&{�ù�|h} ü3|=û7ü-�}ù]ã��}ü-änûoúdü3åæã_�X�hãÜåóü3��åæã��h��ç�åóü;ûbúVã

"'�*�*�
P ≡ (XP , YP)

�?� �x���;���´�����o�f�7§9�L�j£x�o���b�_�­�1�þ���²¸g���¬��§����?���_�b�;���G�
C
§��?�x��§*���´���

���������b�ï�1�þ�?�����?� �?���_�'���G�1�b��������§}ª
C
�
P
§����þ�1���­§��x���;�G��§¶�1�þ�1�$�j�¯�_�G���þ�?�þ�x���;���

P
ªg~��7¡�� ���o���¶���|�G�b�_�G�¯¡;�?���_���;���o� �¯�?�����¶�o���G�¯� �1�1���1�o���b���¯�����j����§����j�?�����b�j���?�¯�¶�7¡ ª

� ö ª¬Á�ª¬Á � Æ
y − YP

x − XP

=
YP − 0

XP − 0
=

YP

XP

¡;�?�����b¡;�?���d�j���o�;����� ���Æ�
���)���Ü�V�iáZ���'� Æ
�T�M�ißh�����

YPx − XPy = 0

« ���?���G���_¹'���G�o�¯���1�t�¶�7§*�¯�t�?�����¶�o���G���-�|§*���¯�_���G�­�_���1�
P
�G�o�­�d�G�¬�d���¶�b�;���-�����_�o�;�G���t�?�

�o�;���G�?�o�����?��§bµ�����§��9�*�?µ
(−XP ,−YP)

ª2�R�1�1�¥���o�G�¬¨ �o���*� §*�
�x���!§��?£�§*���¬���?�­�o���¶¡;�?��§��j���­§9Äq��³� ö ª ÷�ª¬Á � ���L�j�|£ �b� � ö ªc¿1ª�Á � ª
"'�*�*�

P ′ = (XP′ , YP′) = (−XP ,−YP)
� §��o���?���1�´�o¹'���G�o�¯�þ�1�±�1�����¯�_���G��ªþ¸g�;�G�j� µ2�

�L�j�?���o�;�����¶¸g���¬��§����?�7§9�G��� �����G�}§*�b�G� � �o���1ÄR�b¡ ö ªc¿1ªc¿ � Æ
b2XP ′x + a2YP ′y − (ab)2 = 0

¡;�?��µ1�_¹1�?�G�b§G§��|����§
�o�'���L�1�o�����?��§!�1�¯�x���;���¯���?�­�_�­�j�fµ1�����¯�¯�|Äk���G�}�?Æ

−b2XPx − a2YPy − (ab)2 = 0

�7¡�� ���o���|�7§9�L�¶�b¡;�?���N���¬�b�;�����?Æ
�T�M�ißh��Ö��

b2XPx + a2YPy + (ab)2 = 0
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(x
a
)2 + (y

b
)2 = 1

s

s

b2XPx + a2YPy = (ab)2

b2XPx + a2YPy = −(ab)2

�Æ�
���)���D�V�iá)�i�Z� ÒP���?���b���G�b§��?�;§!�_¹'���G�o�¯��§
�?�¯�?�����¶�o���G�
~ �¬�;���b�G§��b�b�o���¯����§p�G�b�_�G��§
�G���?���b�;���b§p�?��§��1���­§p�o¹;�G���b�¯��§-�?�·�¯�b§��¶���1�����¯�_���G�·�t�?�_���b�*�
�¯�������?�¶�x�o���·§*�­§*���o�}��Æ

{

b2XPx +a2YPy − (a2b2) = 0
b2XPx +a2YPy + (a2b2) = 0

�R����§����¶���¬�7§��¬��§��x�b�o�b�j�²§��}���o�G�¬¨ �o��¡;�?�}��§��1����§��b¡;�����_Å'�b§�§G�j�B�o� �����1�²�­�:�b���G���b��§��o¹;�
�o�o�1�G�ó�?�ó§��¬�������1�ó���o�G�¯� �¬� �1�o�x�o���?�o�;����ª ���1�1� �_��� �_���?�¬��� §*�´¡;�?�þ��§·�1����§}�L�j�?���o�;���7§
§G�j�·Ê�H'J�HdËiOoËiHMP¶�¯¡;�?�t�1�_�����j�é�x��§����oÅ'�b§èP.LWÐ2éoÍ�JkL�W.HVP¶���b���j�����d�j�¯�o�;���¶�j���_�o�;�G�����?�·¸g������§*��a���
���)���Ü�V�iáZ���:� ª

ydÿiêPÿ2ëì��ç�åóü;ûoúMã���ù1údù�	Eü3	�ãÜ~��¯û7ù�|�}xü3|=ûbü3�
~é�G�b�_�G�i�����G���¬�b���Ü�±�L�j�?���o�;��� ¡����²����§G§��i�x�o��� �o�o�;���G�ó�1�þ�o�;���G�?�o�����?��§

O ≡ (0, 0)��£1���b�|� §������|�7¡;�����b�j� � ö ªc¿1ªc¿ � µ?���'�?�������1�¯�¶���b���¯�¯�¬� �1�o�x�o���?�o�;����Æ

�T�M�dí������
b2XPx + a2YPy = 0

î �b�*� §*�o���-�o� §*�b���?�­�?�¥¡������7§9�L�-� ��§G§������o� �1�
��� �1�$�j�¯�_�G���¥���j�L�����1�G����¡;�?�!��� �j�L�j���o���Ô��§
�L�j�?���o�;���7§��?�;§P§��o��§P�_¹'�G���b�¶�;§oµN�j�¥§*�b�P���?�¬�­�o���?�p§��o���?���?�
���o³��j�p�G�b§��?�¬�G���?��µN���7�_�����1�?³o�f�?�;§
���ÞK'L�UdÐ2O_ÍaJ�Ì�ÌMJkLÏÇ*LWÈ_HdËÏª5�2�j�L�¶��§G§*� Æ

� Á � ¾-�o���b���¯�����d� §*���;§!�_¹'���G�o�¯��§
�?�¯�?�����¶�o���G�¯���j�L�j���o���X��§��G�j�����o�;�G�b§Fï� ¿ � "'�o���b�b�_�������j��§����?���1�b§G§*�7§
�_¹'�G���b�¶�;§
���1�o���o�G�¯�¬� �d� §*���¶�L�j�?���o�;���E�¯¸g������§*�|¡����
�·�_�����G�o�/ï� ÷ � ¾-�o���b���¯�����d� §*�������7�Z�G���o�o�;���L�j�����j�L�j���o�­���¥�G���?���b���G�p�?���o¹;�G���b�¯�t§*�b�¬�7�o�o�¬�������1��ï�  � î �o�G�Ï¨x�o�d� §���§����b§G§��¶�G�b�_�G�|����§G§��¶�x�o���¯� �����G�¯���G�¬���¬�����Eª
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ñ ��ò�ó�ô5�D�V�dõÇ����� ¸2¹'���G�o�¯��§
�1�·�?�����¶�o���G�|� �j�L�j���o���&��§��G�j�����o�;�G�b§

¾������¯�_���G�¯�¬�����o�����
(XP , YP) (−XP ,−YP)¾��$�j�¯�_�G���¯�����G���¬�b�¬���§��G�j�����o�;�G�b§ (

a
b
YP ,− b

a
XP

) (

−a
b
YP , b

a
XP

)

Ñ ���¶�7�o�����1� �x�o�­� �1�_�G�o�G�¶�������o�j�ó�?��§}�o¹;�G���b�¯��§·�1�ó�?�����¶�o���G� ���j�L�j���o���Ü��§·�G�j�����o�;�G�b§bµ
�7§9�G�b§R�G�b§��?�Ï�L�j�ñ�?�¥���;���o�L§��b�o�b�j�¥�?�¥¸g�¬����§��
�_���º���G�b�_�G�¥¡;�?�
�_���;�G�o�ñ���_�b���G���¥�
�!���j�L�j���o�­��|�G���?���b�;����Æ

�T�M�dí���Ö�� x2

a2
+

y2

b2
= 1 ∀ (x, y) ε elipse

(��|�7¡;�����b�j� � ö ª  �ª�Á � �_¹1�?�G���¯�j��§��
y
�o� Äk�?���o���}�1�

x
Æ

y = − b2

a2
× XP

YP

x

§��?£�§*���¬���?�����1�}�¯�d�j�����!�b���_�����G�G���1�¶�o� � ö ª   ª ¿ � Æ

1

a2
x2 +

1

b2
×

(

b4

a4
× X2

P

Y 2
P

)

x2 = 1

(

a2Y 2
P + b2X2

P

)

x2 = a4Y 2
P b2x + a2y ≡ a2b2 ∀ (x, y) ε elipse

x2 =
a2

b2
Y 2
P =⇒ x = ±a

b
YP

¾����¯�1�1�����:�b�;���­�_��§����?�_���b���¯�����-�-���L�1�o� ���?�
y = ∓ b

a
XP

ªP~ ñ ��ò�ó�ô5�ö�V�8õ���� �G�b§��?�¯�
�;§
�o�j�­�_���¬�;§��?��§!�_¹'�G���b�¶�;§oª
"'�*�*�|�������G�

Q = (XQ, YQ)
�?�¦�_¹'�G���b�¶�¯�1�¯�1�$�j�¯�_�G���¶���j�L�j���o�����L�j�?���o�;����µ'� �����o¹1�o�¯�?���

(

a
b
YP ,− b

a
XP

) ªg~��L�j�?���o�;�����¶¸g���¬��§����?�7§9�G��� �����G�¯�������?�¶�x�o�­�¯�b¡;�����b�j� � ö ªc¿1ªc¿ � Æ
b2XQx + a2YQy − (ab)2 = 0

���¯�G�b�Z�L�t� �j�L�j���o�­�|�¶�b§*�G�|�L�j�?���o�;����¡;�?������§�§G�t�x�o���·�_�b�;���G�t�G�o�©�¶�7¡�� ���o����Æ

b2XQx + a2YQy = 0

§��?£�§*���¬���?�����1�¶�?�7§9�L��Î?�¬�����¯�
XQ

�
YQ

�x�o�­��§��_�'���G�1�b��������§g�1�|� ���;���t���������������Eµ���£1�G�o�¶��§���Æ

b2a

b
YPx − a2 b

a
XPy = 0

�7¡����¬�d�j���o�;�G����Æ
YPx − XPy = 0
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s

s

b2XQx + a2YQy = (ab)2

b2XQx + a2YQy = 0

�Æ�
���)���D�V�dõÇ����� Ñ ���d�9�������?�¶�1�·�?�����¶�o���G�¶�o���d�9�������?�

x

y

O

P

-

6

s

b2XPx + a2YPy = (ab)2

b2XPx + a2YPy = 0

�Æ�
���)���D�V�dõÇ�i�Z� ¾-�$�j�¯�o���G��§
�_���d�9�?�;���1�;§

¸5§*�G�BÎ��Ï�G�¬�}�B�·�����7�Z�L���o�o�;���L�j�g¡;�?�}� ��§G§����x���
(XP , YP)

� �o���1Ä9ª ö ª ÷?ª�Á � µP��� §*�*�*�?µ�¡����WLÌdÈ ÍÊéoÐ ÌìKML�UjÐ!OoÍ�JGÌ�Ì'JkLÏÇ'LWÈ�HdË µx�}¡������o���¯�?���_�L�¶�}�?�o�¯����§*���L���b�j� ���Æ�
�Ç�Ç���Ð�V�8õ����'� ª
Ñ ��£ ���j�����L�t���;���G�1�1�?³o���!�?�}�}�1�_¨ �?���b�j�¶Äk���G�}�j�fÆ
÷ ó�ø3�Sù)�$úZ�
û�ùr� ¾����1�
�?���1�$�j�¯�_�G���
�?�!¸g������§*��µd�L¤��j�}�d� §��pK'L�UdÐ2O_ÍaJ�ÌÉWLÌdÈFYZÉ�Ç5H5K�Ìp���p�1�$�j�¯�_�G���
�����G���¬�b�¬�!��§��L�j�?���o�;���7§��?��§!�x���;���;§!�_¹'���G�o�¯�;§ ���Æ�
�Ç�Ç���Ð�V�8õ��i�:� ª
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�Æ�
�Ç�)���Ð�V�8õÇ��áZ� ¾������¯�_���G�¯���j�L�j���o���!��§��G���?���b�;���b§��?�ÜGrH'J�KML�N'L�K*O

«��o�����o�o�¬���¯�1�fKML�UjÐ!OoÍ�JGÌöWLÌdÈFYZÉ�Ç5H5K�Ì»È_Hèü�ËdL Ê�PQO��¥�����G���1�1��³o�­�1�|�x����� ÷V��µ?�}��§������|���_�b�*�G�
¡;�?�5§��g�}�j�;�G�o�?¤��!� �
�R�b�?�������������¯�1�1�o�G����ª/~p�x�b§G�j�/���
¼�£'�'���
�o������§G�j�
§��o�2�j�;�G���b�
�_���ä�?�
�o�����o�o�¬���¯�1�ÏÄk�b���b�;�����1��§!�'Î?�¯�o�G��§��_���¯�?�¬�o¹1��§bµ;���G�o�¯��§��_¹1�?�����L�d���¬� µo�*�¯¡;�?���1�o����§*�¥�x�'�?�o�
���1Äk�o�G���p�1�¬�G�b�_�G���¶�b�;�����j�����?�}��§��G�o�­���oÅ'�b§!¡;�?��§*�b�G���t��§G������§!�?�¯�b§*��� �1�}�?�¯�?���G�}�j�fª
ý ���?�;§
� �b���¯�¬���­�1��µ �|� �j�������-�1���j�����L�?µ;Äq�j�­�j�
�b� �����p�1�öKML�UjÐ!OoÍaJ�ÌVPXWLÌdÈFYZÉ�Ç5H5K�ÌMP � �?�}���¬�1�
�L�j� � ª��R�'�?�·���b���¬¨ �o���*� §��¶¡;�?�·�7§9�L�B�?�G���?�G�¬�7�?���?�¶�7§9�L�²�����?���·�1�·§*�b�t�o¹;�G�o��§������o���B���1�G�G��§
�o�?���d��§oª 9 ��§9�L�·�G�o�;�G�������1�b�;���¬¨ �o�����1�����¯�_���G��§¥�_���d�9�?�;���1�;§����DGrHMJ%KML�NML�K5O�µ2� ���¥�o¹1�o�¯�?����a���
���)���È�V�8õÇ��á:� ª
« �_���d�9�?�����1���1���1�$�j�¯�_�G�o�G���}�d¹1�¬�¯���?��¸g������§*�-�p���1�$�j�¯�_�G�����!�¬���¬�¯����þ|§�¼��?�b§*���p�b��§��þ·��§
�?�����¶�o���G��§!�_���d�9�?�;���1�;§�§G�j�|Ê]OAJfÊ]OoÈ_KML�WoÉ1ËiH'J�OkPZª

ydÿSÿnÿ��/ü-å ���%�h��ç]åóü;ûoúMã����5ã�|�����}xù��hã��
Ñ ����§*�­�1�b���o��§����?�d�d�j�¯�o�;������� �x���;�G�

P = (XP , YP)
�?�}¸g���¬� §*�|�t�1�b§������?�b�¶�;§!� ��� −→% �

���b�Z�G���
�_�b�;���L�j� −−→OP
��� ���

%
�¯�1�­§9�.�j���o���¯�1�

P
���¶�o�o�;���G�

O
����PQO_Ð&LSRTKML�UjÐ!OoÍaJ�Ì1ª

�T�M���������
% =

∣

∣

∣

−−→OP
∣

∣

∣
=

√

X2
P + Y 2

P

¸5§*�G���1�­§*�%�j� �_�­���x�1�1�
�_¹1�?�G���¶������§������ �b����§R�b� Äk�?���b�j���?���j£=�_�­§�§G�
x
µ��¥�����*�G�¬�g�����7¡;�����b�j�

�?�¶¸g������§*��ª2�2�j�L�|�­§G§*�¯�­§*�����j��§��
Y 2
P
Æ

X2
P

a2
+

Y 2
P

b2
= 1

�T�M������Ö��
Y 2
P =

b2

a2

(

a2 − X2
P

)

§��?£�§*���¬���?�����1�·�?�o�x���­§!�b§*�����d�j�����!�?�}§��o�¯�Ï� �1�$�j�¯�_�G��� � ö ª � ª¬Á � Æ

%2 = X2
P + Y 2

P = b2 +

(

a2 − b2

a2

)

XP = b2 + ε2X2
P

ö �;���G�1�1�?³b�¬�1� §�����¡;�?�n�?�}�¶�?�d�d�|�o¹1�?���7§�§G�j� Æ

�T�M�����ißZ�
ε =

√
a2 − b2

a

�1�7§*����� ���?��Ê_JkLWÐ2OALSJ%HìO%c3W%OoÈ�ÍaJkL�WQL�K*H*K5O¶�?�¶¸g�¬����§���ª
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Q′
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S

a

b

%
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6
3
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�

�
�� s

s

s

s

�Æ�
���)���È�����Z���]� "'���}�¯�1�;§
¡�� ���1�L���1�;§!�1��§
PQOoÐXLSRTK'L�UdÐ2O_ÍaJ�ÌVPèWLÌdÈFYZÉ�Ç5H5K�ÌMP�ª

"'�*�*�
%conj

� §��o�¯�Ï� �1�$�j�¯�_�G��� �_���j�9�?�����1�þ�1�
%
ª?s-§G�j���?�þ��§¶�_�'���L�1�b�����?��§��?� ñ �Çò_ó�ô5�

�V�8õ���� ���¶�o¹'�����7§�§G�j� � ö ª � ªc¿ � µ
%2

conj = X2
P ′ + Y 2

P ′

= a2
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2
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a2X
2
P
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b2

[

b2
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(

a2 − X2
P
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+ b2

a2X
2
P

= a2 − X2
P + b2

a2X
2
P

= a2 −
(

a2−b2

a2

)

X2
P

= a2 − ε2X2
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%2 + %2
conj = b2 + ε2X2

P + a2 − ε2X2
P = a2 + b2
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OR�|�¬�����j�Ç�·Äk���G�}���?�}�o��� ��§-§��o�¯�¬���?�����¶�o���G��§
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b
µ
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P
� �7¡ ª

ö ªc¿1ªc¿ � Æ
b2XPx + a2YPy − (ab)2 = 0

���¬�����j�­�j� �1���;§��G�o�G�¯��§R§*�b�¯�o��¤��j�;���7§R�j��§��?�¥�b¡;�����o���p���b�G���'���-�G�b�_�G�?µ
Ax+By+C = 0

µ






A = b2XP
B = a2YP
C = −a2b2

�1�o���b���¯�����d� §*�´� �1��§*�%�����_�­�æ�i���������b���?��§»�_�'���G�1�b��������§bµ�¡;�?�²�L�j�|£ �b� �þ� �_�b���G���ó���
¸g������§*��µ?�x���7Æ

p2 =
C2

A2 + B2
=

a2b2

b2

a2X
2
P + a2

b2 Y
2
P¨�� �j���¶�b�;����µ � �_���1Ä9ª ú5�Çò_ó�ô*� ö ª   ª¬Á � þ��?�b§��¬�����j���?�-��§��o�¯�¬���?�����¶�o���G�-�_���d�9�?�;���1�p�x���

%conj

Æ

�T�M�	�h�����
p2 =

a2b2

%2
conj

=⇒ p2%2
conj = a2b2 =⇒ p%conj = ab
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P = (XP , YP)
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XP

a2
x +

YP

b2
y = 1

�R�1�1����§G�j��� §*���;§-�_�'�o¨ �_���o�;���7§p�1�
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y
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P =

(XP , YP)
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�T�F�M��������� YP

b2
(x − XP) =

XP

a2
(y − YP)
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a2

XP

x − a2 =
b2

YP

y − b2

a2

XP

x − b2

YP

y = a2 − b2

��µ��L¤��j�}�����1�
c2
�

a2 − b2
µ?�'�¬�L�?Æ

�T�F�M������Ö�� a2

XP

x − b2

YP

y − c2 = 0

yVydÿ$Ñ�ÿ!yA|=ûbü;úM�bü3�# %$�ü3�2�*ã_å ã_�}ü3�
ä)ã_�X�5ã)ã�úM��ü3|Pù��hã_�
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yA|=û7ü�úM�7ü3�% %"]ãæ�*ã_å ãiü3�
ä)ãÜ��ù��¯ù'& �5�����bù��#( Â��j³b�o���?�¶�������¯�o�����
y = 0

µ

a2

XP

x = c2 ⇒ x =
c2

a2
XP = ε2XP

�x���­§
c2

a2 = a2−b2

a2 = ε2
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N
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x = 0

µ

− b2

YP

y = c2 ⇒ y = −c2

b2
YP = −ε′2YP

~
¡;�?�g���;���G�1�1�?³o���1� §*�}���¯�B���d�N�²�o����§*�G���;���
ε′2 = c2

b2
= a2−b2

b2

µ��?�b§��¬�������?��PQO�ÇjÉ1È�K*H�O�c5RW.OoÈ�ÍaJkL�WAL�K5H*K*O·�?�´¸g������§*��ª «©� ���;��� �?���o�;���G�?�o�����?��§ (

0,−ε′2YP
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NM = OM −ON

= XP − ε2XP

=
(

1 − a2−b2

a2

)

XP

= a2−a2+b2

a2 XP
= b2

a2XP
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MT = OT −OM

"'�b���1�
T
�������G�o�L§*�7�o�b�j�����»�L�j�?���o�;���¯�_��� ���o�¬¹'�B�?��§��j£=�_�­§�§G��§bµ=��£1�G�o�¶��§��}�»� �j�����������

�7¡�� ���o���|���o�L�j�n�?�|�G���?���b�;��� � WLÌdÈ�Ì��21���34��5 �
XP

a2
x +

YP

b2
y = 1

Äq��³o�o� �1�
y = 0

XP

a2
x = 1

�1�}¡;�?���G�b§��?�¬�G�?Æ

x =
a2

XP

= OT

Â������j���¯�o�;����µ�§*��£�§9�G�Ï�G�?�����1�

MT = a2

XP

− XP =
a2−X2

P

XP

yVydÿiêPÿ06Xã_åÜ��úV��åóü3|=ûFã��PùÓ|�ã úMåóù�	
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2
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2
+ MN

2
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(
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a2 XP

)2

= Y 2
P + b4

a4 X
2
P

= b2

a2

(

a2

b2
Y 2
P + b2

a2 X
2
P
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PN
2

=
b2 · %2

conj

a2
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PN =

b%conj

a
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2
= PQ2
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QO + ON ′
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[
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(
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b4
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(
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2
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P
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b%conj
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y�yjÿ��/ÿ!ëb���bûFç]|��5�qù�� ã�	Eù1úf��ù û7ù�|h} ü3|=ûbüþü-å �a�h|P %"�ãæ�hã?�bü3�Èç�|h}��h	�ã?� ã�	Eù1ú

�2�j���������1�}�������L�t���tÄk�����}�¶�G�b�1�?³b�����¶���|�7¡;�����b�j�¯�?�|�G�j�����o�;�G�É�¶¸g������§*� � WLÌdÈFÌ��21>��54��3 � µ
XP

a2
x +

YP

b2
y = 1

���_���'���o�����b���1�¶�b§*�G�!�|Äk���G�}�|�x���­�j�7Æ
cos ϕ · x + sin ϕ · y = p

��£1���b�¶�;§
§*� �_�b§G§��¬�d�j�¯�b���G��Æ
XP

a2
=

cos ϕ

p
∧ YP

b2
=

sin ϕ

p

XP =
cos ϕ

p
a2 ∧ YP =

sin ϕ

p
b2

~��G�o���1�b���1�·�¯¡;�?�
X2

P

a2
+

Y 2
P

b2
= 1

�x���­§
P ≡ [XP , YP ]

�x�o�����o� �_���G���t£x�o�6�¯¸5�¬����§�� � Â��¬���?�L� ö�ö ª ��ª¬Á � µ
1

a2

(

cos2 ϕ

p2
a4

)

+
1

b2

(

sin2 ϕ

p2
b4

)

= 1

a2 cos2 ϕ + b2 sin2 ϕ = p2
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x

y

p

O

P

ϕ

-

6

s

�Æ�
�Ç�)���È�A�V�	�)����� e-�?�����¬�¯�x���­�j�p�?�|�G���?���b�;���

�T�F�M���h�����
p =

√

a2 cos2 ϕ + b2 sin2 ϕ

=
√

a2
(

1 − sin2 ϕ
)

+ a2 (1 − ε2) sin2 ϕ

= a
√

1 − ε2 sin2 ϕ

= a · ∆ (ϕ)

(-�b§*�G�·�1�o���b���¯�������b�j�·�?�·�?��§*�%�����_�­�¯� �������pÄk���P�_����§����1�b�G���?�¯�·�1�o¨��?�­�o�j���?�¶Ê_JkLWÐ2OQLSJ�H/O�c5R
W.OoÈ�ÍaJkL�WAL�K5H*K*O-�?�¯¸g���¬� §*� � ö ª � ª ÷ � ���¬�;�G���1�1�?³b�¬�?��§����?�}�|���d�N�|Äk�?� �o�j� µ
�T�F�M���h��Ö��

∆ (ϕ) =

√

1 − ε2 sin2 ϕ
�_���?¤?�b�o�����|�o���¯��HdÐ-ÊxË8LWÍfÉ]K*O!K*OoË Í+H �87 LÏÇjÉ:J�HW1X1��ON%��5 � ª

yVydÿ�YnÿF+Þã úVå ù�	5ü3å �Ê�h|) #"�ãæ�hãÓç]|�}_��	�ãÜ�*ã_å ã ü3�
ä)ã?��ù��}ù'& �5�����bù��
¾¥��§!�G�o�­���oÅ;�7§ ö*ö ª � ªc¿t� ö�ö ª ��ª¬Á���£1���b�|� §�� �87 LÏÇjÉ:J�HZ1:1>�J[���; � Æ�T�F�M��\������

NP = n =
b2

p
=

b2

a∆ (ϕ)
=

a b2

a2

∆ (ϕ)
=

a
(

a2−a2+b2

a2

)

∆ (ϕ)
=

a (1 − ε2)

∆ (ϕ)

] jMOAJ 7 LÏÇ�É:J�HK1:1>�J[���5��Nª
Ò��j�p�o���¯�±� È=ÌMJZÐ2HdË

n = NP
µ��G���t£x�o� � ÈxÌ'JZÐ!HjËRÊ_JGÌdË¬ÌjÈ;Ç-H*K*H

n′ = N ′P
� Â������?�L�

ö�ö ª0,1ª ÷ � �x�1�1�}�_¹1�?�G�¬�¯���*� §��t�o� Äk�?���o�����?�/���?�����¬�B�_���é���b�Ï¹1�²�?��§���£x�o��§G§���§oª|¾-� ö*ö ª � ª�Á�µ
��£1���b�|� §���Æ

n′ = N ′P =
%2

conj

n
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0

√
1 − ε2

1

0
π
2 π

ϕ

∆(ϕ)

-

6

�Æ�
���)���Ð�Q�����Z�i�)� Â?�?� �o�j�
∆ (ϕ)

�o�
[0, π]

x

y

n

O

ϕ

N

P

-

6
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���)���Ð�A�V��^_����� ^tÌMJZÐ2HdË'�b�¦Äk�?���b�j�}�1�2�j�����?���}�_��� �¶�b�Ï¹1�}�?��§
�j£=�_�­§�§G��§

�}��§��L�j�|£ �b�©�1� ö*ö ª  �ª�Á�§*���G�_�G�¬�L�?Æ
%conj =

a · n
b

�1�}¡;�?��§����_��� �_���?�EÆ

n′ =
a2n2

b2

n
=

a2

b2
n =

a2

b2

a (1 − e2)

∆ (ϕ)
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0

a
√

1 − ε2

a(1 − ε2)

a

0
π
2 π

ϕ

n(ϕ)

-
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�Æ�
���)���D�A�V��^_�i�Z� Â?�?� �o�j�
n (ϕ)

�o�
[0, π]

x

y

O

P

N ′

n′ ϕ
-

6

�Æ�
�Ç�Ç��� �A�V��^_��áZ� ^|ÌMJZÐ2HdËPÊ_J�ÌjË¬ÌdÈ'Ç5H5K*Hi�b� Äk�?���b�j� �?�Ó���?���?���þ�o��� �
�o�¬¹1�}�?��§
��£x�o��§G§���§

½ �o�t£��G�����1�¯¡����
a

(

1 − ε2
)

= b2

a

µ

�T�F�M��\���Ö��
n′ =

a2

b2
× b2

a∆ (ϕ)
=

a

∆ (ϕ)
=

a
√

1 − ε2 sin2 ϕ

] jMOAJ 7 LÏÇ�É:J�HK1:1>�J[�� ?_�Nª
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0

a

0
π
2 π

ϕ

n′(ϕ)
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�Æ�
�Ç�)���È�A�V��^��8õÇ� Â��?���b�j�
n′ (ϕ)

�b�
[0, π]

yVydÿ�`/ÿ�6è�PúaI?ù1ûF�Púdù
Â ���o���¯��§/�������G�!�?� � �j�%�o�;���7§*�­§����-¸g���¬��§���µd� �j�L�
��£�§��o�G�d�j�G�¯��§n�?�ñ�o�����o�o�¬�����¬�;�����}�j�¯�o�;�G�
�G�o�­���o�¬�������1�¶�_��� �¯�?���G�}�j�fª�"1�o�������1�/�¬ÁQ�fÆ

b#c*d#e'fVg:c*d�f ( ���¯�1�o�G���N���?�¯�1�2�j�?���?���¯���t�L�j�?���o�;�����b� ���L�1�b� �j��WLÌdÐ-Ê_JkLWÐ2O_È Í�Ì
K�ÌbHMJ�WLÌ?Æ

�T�F�M��hh�����
κ =

dα

ds(-�j���o��§���µ �1�b§G�1�!�*�?µ ¡��������¬� �1�ÏÄk�b���b�;���������}�j�-�¯�d�j�G�­���o���¶�?�·�1�b�o�¬�������?�¶�L�j�?���o�;�������B���
�?�����}���Eµ?�x���­§-��§p�1����§-§G�j�·§��o�¯�?�G��� �b���x�o� �1���o�?�­�j�G�b§bªÆ"'�*�*�j��¡;���j�­§!Äk���G�o����§
Äk�?���_Å'�7§

f�
g
¡;�?���?�b§G�_�G�o���b� ��§5�o�;���G�?�o�����?��§R���*�G���?�����}�j�­§

x
�

y
�G�o�­�d�G�¬�d���¶�b�;���-�t�?�ºÊ�H'J�UdÐ2O_ÍaJ�Ì

WLÌdÐ¶É1Ð
t
µ

�T�F�M��hh��Ö�� {

x = f (t)
y = g (t)

�æLWÈ�WAJ%O_Ð2O_È Í�ÌDO_Ë�O_Ð2O_È ÍÊH'JbK�ÌÓH'J�WLÌ·�1�o¨��?�o��§���µ2�´�¯�b�?��§|�1�»�?� ���1¨��?�¬���7§*���¯� �1�����L�1�o�
§��?�x�o�G�¬���bµ'�x�o�­�¯���b���L�t�1���g�¬�G�������G��§oÆ

∆s2 ≈ ∆x2 + ∆y2

∆s2 ≈
(

dx

dt
∆t

)2

+

(

dy

dt
∆t

)2

lim
∆t→0

∆s

∆t
=

√

(

dx

dt

)2

+

(

dy

dt

)2
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ds

dt
=

√

(

dx

dt

)2

+

(

dy

dt

)2

Ñ ���¶�
α
���?�}�¶Äk�?� �o�j�}�1�

t
�

t
���?�}�|Äk�?���b�j�·�1�

s
µ

κ =
dα

dt

dt

ds
=

dα

dt

1
√

(

dx
dt

)2
+

(

dy

dt

)2

�R���
���1���G�¶�����1��Æ

tanα =
dy

dx
=

dy

dt
× dt

dx
=

dy

dt
dx
dt¡;�?��µ ���¶§��o�p�1�b�����d���?�¯§��o���?���?�|���b³�µ1���G���������?Æ

sec2 α
dα

dt
=

dx
dt

d2y

dt2
− dy

dt
d2x
dt2

(

dx
dt

)2

"'��£�§9�G�Ï�G�?�����1�}�?�7§9�L�|Î��Ï�G�¬�}�

sec2 α = 1 + tan2 α = 1 +

(

dy

dt

)2

(

dx
dt

)2

dα
dt

�G���}�¯�¶Äk���G�¯��Æ

dα

dt
=

dx
dt

d2y

dt2
− dy

dt
d2x
dt2

(

dx
dt

)2
+

(

dy

dt

)2

�G�b§��?�¬�G�j� �1�|� �j�L�
κ
�¯�d�j�����7Æ

�T�F�M��hh�ißZ�
κ =

dx
dt

d2y

dt2
− dy

dt
d2x
dt2

[

(

dx
dt

)2
+

(

dy

dt

)2
]

3

2

« �G�b�A���?�G�1�_�´�?�´�o�?�G�N�j���?�L�B�»� J�HMLqÌ?K*OÞWoÉ:JkjMHdÍfÉ:J�H%�´¸5§9�L��§|���L�j���?�o³b��§�����³b�j�ï�1�»�������
�?�G���b�?���1�b§¯�7§*�x�b�o������§bµ5�b���G���²��§}¡�� �j�­§}�±�?�´§*�b���b� �¬�'�d�j�G�­�j�;���7§¶�o��� �i�����%���¯�_���G�i¡����
�1�7§��o���b���¥��§��_�'���L�1�o� ���?��§g�¥�G���t£x�o�¦�_���¦��§����x�o�L���oÅ'�b§5�?���G�G����§������o�o�����������G���b�j� µ��­§9�G�
��µ�§G�j� W.HMJ%H*WoÍÊOQJkg$PZÍ�L�W.HVP��?�²�_�?�G�d�B���B�'�¬³b�¬��¤��j���b�²�1�»�b���?�B�x���;��� ª�Ò��j�|£ �b�Ù�x�o�G�¯�Ï�G�o�
�1�o¨��?���
�·�A���G�o�?���|�;§��o�?�����1���p�¯�_�����d�?µ1� �j�L�t�?�}�}���?���N¹1���}���o���t�1��§��o���?���?�|���L�1�o�Bª
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~ ËiHdÍaLWÍEÉ]K5OÜO_ËdL Ê�PQNML�K'L�W%H ���o� �1�o¨��?�­�?� �b��¡�� �j�­¡����o�»�����;�G� �1� �b§�� �7�_�­�j���������1��ª Ñ �¬���_� §��
�?�G���¶�b�¬�G�b�  *�fÆ

m ½ �¶�j�¬���?�L�|�?�o�n�x�����¯§���£����¥�o�n¤?������³o���;��� � §��¬�b���1�¶�b§*�����o���������?�|�����G�¯���
�¶���¶���o�����­�o�j���?�o�n���?����� � ª n

¸g�7� ¿M�/�x�'�?�¥���o��� §*��Æ
m ½ �d�G�Ï�G���1�������G¤?���b�¬���¬� §*�������­§-�o���¬���b� }xü3ã)�Pü;û����/	qù1û��kû�����ü ªpo±�t�1�_¨ �?�
���b�1�1�_�G�������j���¬�����?����§g�G¤?���j�?���¬��Äk���G�¯�b�»£4q¯�G¤?���¬���?��Äk�����¢��¤?���7¡�� �d�����
���ir!�j�L�¯�G¤?���_�o�;�G�o�!�jÄP��¤?���b���*�G¤�µ?�j� �»�¯§*�7�_�����·���¬���¥�x�o�G�x�o���1�­�_���������G�
��¤����o���¬����§����­��§��?��Äq���_���j�!���?�%s §!���'�b�d�G�¬����nLª

~�§p�1����§
�1�_¨������oÅ;�7§p§G�j�¶�b¡;�?���N���¬�b�;���b§ �87 LÏÇjÉ:J�HZ1:1X1���;%��; � ª!Â���³o�o� �1�}�_�����¬���o���?�¬�p�¯�b�Ï¹1�
yy′�o��� �¯�o�¬¹1�¶�1���G�j�L���o���t�1���¯�1�1�¶�¯¡;�?���¶���G�¬���o� �?��§����G�1�b��������§5¨ ¡;�?��§*��£?����� Ñ �o�;���G�

�?�tÒ/�b���L�?µj�t�o�¬¹'�
xx′ ¨ �b��§*��£?�G�
��¸5¡;�����?���7ª�~ �b§*���G�o�­��§*���t£x�����¬³7�����1�����7�o�b�j���1���b�Ï¹1�t�?��G�o���������o���|�?�¯ÒP�o�G�G��µ;¡;�?����� �����L�t� �j�L�t�?�G¼N¹1�¬�¯�¶�?�¶¸5§9�G���b���¶�R���­�j�7ª2~��1�¬�G�b�b�o���|�?�����}���

x

y

O

ϕ

ϕ

-
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x x

y

P

N ′

n′

ϕ

y

P

N
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�Æ�
�Ç�Ç���D�A�A�V�����i�Z� ~p£=�_�­§�§G�¶�����L�1�o� ���?�|�?�¯¸g���¬��§����o� Äk�?���o���}�?�¶���j���¬�
��� �1���o���¬� §*¼����1�­�o�

�|¸g���¬��§��¥�-Äq���_���¬�¯�o�;�G����£�§*�b���d�N���o� �o��� �?�¢¨ �¶�1�¥�?�G�?�¯��ª5«¥§Æ�j�?���?����§���§G§*�����j�­���?��§R�%�o�
�­���1�;§�� �b���x�o���?���o�?�������7§
�1���­§
�}�1����§ q ª

~�§¥�o�'���L�1�o�����?��§��o���*�G�b§���������§��?�»¸5�¬����§��/OoÐ ÌLÉ1È@ua.�ÌÒK*HBËiHjÍ�LWÍfÉ]K*OöO_Ë8L Ê_PQNML�KML�W.H �1�b�?�?³o�b�|�
§��¶����§¥�_¹1�?�G�b§G§*Å'�7§��?� ÈxÌ'JZÐ!HjË �¯�?�±ÈxÌ'JZÐ!HjËxÊ_J�ÌjË¬ÌdÈ'Ç5H5K*H �87 LÏÇ�É:J�Hv1X1:1>��;%��5 � �¶§G�j� � WLÌdÈ�Ì��
1X1��J[���;bO�1:1��J[a��5 � Æ

�T�F���M�������:�






x = n′ cos ϕ = a√
1−ε2 sin2 ϕ

cos ϕ = a
∆(ϕ)

cos ϕ

y = n sin ϕ =
a(1−ε2)√
1−ε2 sin2 ϕ

sin ϕ =
a(1−ε2)

∆(ϕ)
sin ϕ

¸5§*�G��§¯Äk�?���oÅ'�b§·���o�|£?�L�j� �ó§��o��� �²�ó�_��§��o���i���G�¬�����?���¶�o���G���o��§ �J7 LÏÇ�É:J�Hw1:1:1>��;%��3 � µp�}��§
�x�1�1�o� �dÄq��§*�G���*� §��-£���§9�L�j�;�����1�b����§
§*���¯�_¹?�o�o�;���G���o�������1��Ä
Î��p���?���7�_�­�N���b�Eª
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Da�?[
D�hpQLac\�{�rLI9ac`xMNHph
H9MNacC9w x CEH9\fS7` m�QLMND�[
D y ]7YZSN`cD�I9DZh
eN`cH9h
H*]_mfQLC5MNQ�v1QGmfa mESNMNH���DZS�8����� ���������a���*w
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−a

−b

0

b

a

π
2 π

ϕ

a
∆(ϕ) cos(ϕ)

a(1−ε2)
∆(ϕ) sin(ϕ)
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x (ϕ)

�
y (ϕ)

�b�
[0, π]
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���F�_���h����ù

�T�F���M��Ö����:�
x = a cos ϕ

(1−ε2 sin2 ϕ)
1
2

= a
(

1 − ε2 sin2 ϕ
)− 1

2 cos ϕ

x′ =
[

a
(

1 − ε2 sin2 ϕ
)− 1

2 cos ϕ
]
′

= a
[

(

1 − ε2 sin2 ϕ
)− 1

2

]
′

cos ϕ + a
(

1 − ε2 sin2 ϕ
)− 1

2 (cos ϕ)′

= a
(

−1
2

) (

1 − ε2 sin2 ϕ
)− 3

2 (−ε2 · 2 · sin ϕ · cos ϕ) cos ϕ+

+a
(

1 − ε2 sin2 ϕ
)− 1

2 (− sin ϕ)

= aε2 sinϕ cos ϕ

(1−ε2 sin2 ϕ)
3
2

− a sin ϕ

(1−ε2 sin2 ϕ)
1
2

= a sin ϕ

(1−ε2 sin2 ϕ)
3
2

[

ε2 cos2 ϕ −
(

1 − ε2 sin2 ϕ
)]

= a sin ϕ

(1−ε2 sin2 ϕ)
3
2

(

ε2 cos2 ϕ − 1 + ε2 sin2 ϕ
)

= a sin ϕ

(1−ε2 sin2 ϕ)
3
2

[

ε2
(

cos2 ϕ + sin2 ϕ
)

− 1
]

=
a(ε2−1) sinϕ

(1−ε2 sin2 ϕ)
3
2

= −a(1−ε2) sinϕ

∆3

= − y

∆2
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�2�j���������1�}�?�¶�7¡�� ���o���|�G�b�?�?³o�­�?�¯�?�¶¸g���¬��§���Æ

x2

a2
+

y2

b2
= 1

��£1���b�|� §���µ?�1�7§*�b�t£����G���o�j� �1�|�1���1�b�?���¯�������?���G�b§bÆ

b2x2 + a2y2 = a2b2

«ñ�_�'�_¨ �o�¬�b�;�����1�
x2
�x�1�1���G���t£x�o� §*�b�
�_¹1�?�G�b§G§*�¶�o�

a
Æ

a2
(

1 − ε2
)

x2 + a2y2 = a2b2

(

1 − ε2
)

x2 + y2 = b2 = Cte

d

dϕ

[(

1 − ε2
)

x2 + y2
]

= 0

(

1 − ε2
)

2xx′ + 2yy′ = 0

§��?£�§*���¬���������1�·�������G�|�¶�?�o�G�¬�d�����-�*�¶�b���_�����G�G���?� � �_���1Ä ö*ö*ö ªc¿1ª�Á � Æ
(

1 − ε2
)

2x
(

− y

∆2

)

+ 2yy′ = 0

−2
(1 − ε2)

∆2
xy + 2yy′ = 0

�T�F���M�ißh���:�
y′ =

(1 − ε2)

∆2
x =

a (1 − ε2)
(

1 − ε2 sin2 ϕ
)

3

2

cos ϕ

yVyVydÿ�ê/ÿ2ë�ü-�5	���I ü���ùþû7ù�|h} ü3|=ûbüþü-å �a�h|P %"�ãæ��ùÓ	qù1û��kûF�h��ü²ü-	��
���F�_���h����ù

�T�F���M�dí����:�
m =

dy

dϕ

dx
dϕ

=
y′

x′
= −

(

1 − ε2
) x

y
= −cos ϕ

sin ϕ
= − cot ϕ

(-�j���o��§��}¡;�?�¯���L�j����� ���������?���G�j�����o�;�G�|�G�o��� �����1�b�o�¬�����
tan ϕ

�}���?��¼��?�G���»�G���?���b���G��µ
�x���-§��o��� �b���x�o� �1���o�?�­�j�-���·§*�b�²�G���¬�¯�x���­�j�7µ �1�b���o�%�­�t�G�o�¥�_���¯�·�1�7�_���¬�����·�d�j�����-§����¶�o���G���o�
�1�¯�G�b�Q�¬�?�G�1�_� µ'¡;�?�¥Äk���n�¯¡;�?��§����1�_�G�o�G�¯�¬�?����ª5«��²§*�*�*�?µ1�}�1�b�o�¬�������?�¶�L�j�?���o�;���É�¶¸g�¬����§���µ
�o¹'�����7§�§G�»�b� �G�o�G�¶�;§��?�����j���¬�����?�·�o���¬� §*¼����1�­�o��µn���b�����¯�b§��}��Äk���G�¯�B¡;�?�¯�´�1�7�_���¬���¯���
�L�j�?���o�;�����¯�_���G�o�?�1Äk�b���b���_�­�t�o¹1�?���7§�§G�|�o�¦Äk�����o���¯�?�¯§��o�Þ���?���?���¶� �������bª
"'�
�������?�j�¯�b���G�¥�?�

x (ϕ)
�

y (ϕ)
�*�¥§��p�dÄq��§9�L�N�d��§��o��§������o���¯�o�;���!�1���?��§2§*� ��§2�_���?���b�?�o�G�b§

�G���������?���¯�_�G���­�o��§oµ �������?�j�¯�b���G���?��§��?�o�G�¬�d������§
dx
dϕ

� dy
dϕ

µ��o���¯��§��t�x�1�1�¯�j�?�G�b�o�����-�x�o�­�7 LÏÇ�É:J�H<1X1:1>� ?@��;dµg�jÄq��§*�G�j��§��}�j�����?�B�}�j�­§oªB�R���t��§G§*� µ/�x�1�1�·�������7�_�o�|§*�?�G�?�G�o�b���1�o�;�G�¯¡;�?�»�
¡;�?�1�_���o�;�G���?��§¯�1�o�G�¬�d���?��§ y′

x′

�?�G�1�1�?³b�þ� �¯�7§*�¯�±���7§*�?�¬�G���1� ¡;�?�B�±¡������G�o�%��� §*�­�1�±�o�1�
�o���;���L���1� §*� ���1�1� � �7§9�G���1� �������b§G§��±��£ ���G�?���1� � �_���G�o�?�1Äk�b���b���_�­�ó�b�����o³i�?� ¸g�¬����§���ª"'��µn� �����b�Bµx����§-¨?¹?�j�G�¶�;§-����§��¬���?�Ï¨x�o���?�»���b���¯�_�G���­�_���?��§����L�j���?�o³b��§p�b�¢�9����� � Â������?�L�
ö�ö*ö ª  �ªc¿ � µ �¶§��?�G�?�G�b§G�|�1�7§������j�G�b�o��ª
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−a

−b

0

b

a

π
2 π

ϕ

dx
dϕ

− cot(ϕ)

dy
dϕ

-

6

�Æ�
�Ç�)���È�A�A�V�dõÇ����� Â?�?���oÅ'�b§
dx
dϕ

µ dy
dϕ

� y′

x′

�o�
[0, π]

x

y

O

ϕ

x′∆ϕ

y′∆ϕ

π
2 − ϕ

-

6

�
6

���
���)���Ð�A�A�V�8õÇ���Z� ¾��b�o�¬�������?�¶�L�j�?���o�;���

yVyVydÿ$ÿ�ÿ0�/ü3}��h|h�PùÓ�Pü;úM�OI?ù]�Pù?��ù ù'& �*�����7ùþü3å �Ê��|P %"]ãæ�PùÓ	qù?ûF�kû�����ü´ü3	����h���_���h����ù

d2x

dϕ2
=

d

dϕ

(

dx

dϕ

)

=
d

dϕ

(

− y

∆2

)
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d2x

dϕ2
=

d

dϕ

(

−y∆−2
)

= −y′∆−2 − y (−2) ∆−3∆′

~ �1�b�����d���?�
y′ �*�¶Äk�����?�_���b���¯��������� � ö*ö�ö ª ¿?ª¬Á � µ?���}�1�b�����d���?�¶�?�ÞHdÐ-ÊxË8LWÍfÉ]K*O!K5O_Ë Í+H���Æ

�T�F���M�������:�
∆′ =

[

(

1 − ε2 sin2 ϕ
)

1

2

]
′

= −ε2

∆
sin ϕ cos ϕ

Ñ ����§*�­�1�b�G�����1�|�G�j�|£ �b� ��§!�o¹1�?���7§�§�Å'�b§
x
���1�

y′ � WLÌjÈFÌ��21:1X1���;#��;ìO ö*ö*ö ª ÷?ª�Á � Æ�8�����>���
�� !¡
d2x
dϕ2 = −

(

1 − ε2
)

x
∆4 + 2y

∆3

(

− ε2

∆ sinϕ cos ϕ
)

= −
(

1 − ε2
)

x
∆4 − 2y

∆4 ε2 sinϕ cos ϕ

= 1
∆4

[

−2ε2y sinϕ cos ϕ −
(

1 − ε2
)

x
]

= 1
∆4

[

− 1
∆2ε2 sinϕ cos ϕ · a

(

1 − ε2
)

sinϕ − 1
∆a

(

1 − ε2
)

cos ϕ
]

= − 1
∆5

[

a
(

1 − ε2
)

cos ϕ
] (

2ε2 sin2 ϕ + 1
)

= − y′

∆2

(

1 + 2ε2 sin2 ϕ
)

yVyVydÿ��/ÿK��ü3}_��|h�PùÓ��ü�úM��I?ù��PùÓ��ùÓã úM�Pü3|�ù���ù ü3å ã úM�Pü3å ~?	qù?ûF�kû�����ü²ü3	����h������������ù

d2y

dϕ2 = d
dϕ

dy

dϕ

= d
dϕ

[(1 − ε2) x∆−2]

= (1 − ε2) (x∆−2)
′

= (1 − ε2)
[

x′∆−2 + x (∆−2)
′
]

= (1 − ε2) [−y∆−2∆2 + x (−2) ∆−3∆′]

s�§������1�}§*� �_�b§G§��¬�d�j�¯�b���G�¥��§!���b�����_Å'�b§ ö�ö*ö ª � ª�Á�µ ö�ö*ö ª�Á�ª�Á¥� ö�ö*ö ªc¿1ª�Á�Æ

�T�F���M�	�h���:�
d2y

dϕ2 = (1 − ε2) [−y∆−4 − 2x∆−3 (−ε2 sin ϕ cos ϕ∆−1)]

= 1
∆4 (1 − ε2) (2ε2 sin ϕ cos ϕ · x − y)

= 1
∆4 (1 − ε2)

(

2ε2 sinϕ cos ϕ·a cos ϕ

∆
− a(1−ε2) sin ϕ

∆

)

= 1
∆5 a (1 − ε2) sin ϕ [2ε2 cos2 ϕ − (1 − ε2)]

= − x′

∆2 [2ε2 cos2 ϕ − (1 − ε2)]

yVyVydÿ�YnÿFE»ù���ã?�Pü��5�/úaI?ù1û��/údùÜ��ù��
	����h�7üBü3å �Ê��|P %"�ãÜ��ù?	qù1û��kû�����ü²ü3	��
��������������ù
«1J�HMLqÌÓK*ObWoÉ:JkjVHjÍEÉ:J�H¯�?�}�?�}��Äk�?���o���´�1�_¨ �?�����²�1�¯Äk���G�}�B���j�L�j�¯�_�G���­�o����£x�b�?�b�_�f���o¹;�
�?�G�b§G§G�j�¶���o�L�j� � WGÌjÈFÌ¢1X1���£#��3 � Æ

(x′2 + y′2)
3

2

x′y′′ − y′x′′

¡;�?��§��o�L�¶�������G�|�j�?�����b���?�&�¶¸g���¬��§����_¹1�?�G�b§G§G�t�b�¦Äk�?���b�j�}�?�¶�­�d���¬��� �1���o���¬� §*¼����1�­�o��ª

M (ϕ) =
(x′2 + y′2)

3

2

x′
{

− x′

∆2 [2ε2 cos2 ϕ − (1 − ε2)]
}

− y′
(

− y′

∆2

) (

1 + 2ε2 sin2 ϕ
) =
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=
∆2 (x′2 + y′2)

3

2

−x′2 [2ε2 cos2 ϕ − (1 − ε2)] + y′2
(

1 + 2ε2 sin2 ϕ
) =

=

∆2

[

y2

∆4 +
(1−ε2)

2

x2

∆4

]
3

2

− y2

∆4 [2ε2 cos2 ϕ − (1 − ε2)] + (1−ε2)x2

∆4

(

1 + 2ε2 sin2 ϕ
)

=

=
1

∆4 [y2 + (1 − ε2)x2]
1

∆4

{

(1 − ε2) x2
(

1 + 2ε2 sin2 ϕ
)

− y2 [2ε2 cos2 ϕ − (1 − ε2)]
} =

=

[

a2(1−ε2)
2

sin2 ϕ

∆2 +
(1−ε2)

2

a2 cos2 ϕ

∆2

]

(1 − ε2)2 a2 cos2 ϕ

∆2

(

1 + 2ε2 sin2 ϕ
)

− a2(1−ε2)2 sin2 ϕ

∆2 [2ε2 cos2 ϕ − (1 − ε2)]
=

=

[

a2(1−ε2)
2

cos2 ϕ

∆2 +
(1−ε2)

2

a2 sin2 ϕ

∆2

]
3

2

a2(1−ε2)2

∆2

[

cos2 ϕ
(

1 + 2ε2 sin2 ϕ
)

− sin2 ϕ (2ε2 cos2 ϕ − 1 + ε2)
]

=

=

[

a2(1−ε2)
2

∆2

(

cos2 ϕ + sin2 ϕ
)

]
3

2

a2(1−ε2)2

∆2

(

cos2 ϕ + 2ε2 cos2 ϕ sin2 ϕ − 2ε2 cos2 ϕ sin2 ϕ + sin2 ϕ − ε2 sin2 ϕ
)

=

=

a3(1−ε2)
3

∆3

a2(1−ε2)2

∆2

(

1 − ε2 sin2 ϕ
)

=
a (1 − ε2)

∆
(

1 − ε2 sin2 ϕ
)

¸g� �_�����_����§G�j� � WLÌdÈ�Ì��21:1��J[a��5 � Æ

� ö*ö*ö ª8,'ª�Á �
M (ϕ) =

a
(

1 − ε2
)

(

1 − ε2 sin2 ϕ
)

3

2

=
a

(

1 − ε2
)

∆3 (ϕ)
= n′ 1 − ε2

∆2 (ϕ)

«$�j���?���¯�o�;�������b�G���1�1�2J�HMLqÌ&K*OÉWoÉ:JkjVHjÍEÉ:J%H��?�¥¸g���¬��§��èOoÐÈÌLÉ1ÈVu�.�ÌXK5H�Ë�HdÍaLWÍEÉ]K5OÔOoË8L Ê�PQN'L�KML�W.H
�x�1�1��§��o����£�§��o�G�N���1�²��� 7 LÏÇ�É:J�H¥1:1X1��J[���;þª ý �!���?���¶� �?�´¸5¡;�����1��� � Â��¬���?�L�¦1:1X1��J[���5 � �
�}�d¹1���¯�¶����§!�x¼�����§ � Â������?�L�F1:1:1>�J[���3 � ª
~ 7 LÏÇ�É:J�H§1:1X1��J[�� ?±�_���¯���j�L�B��§|�j���?���¯�o�;���;§��1�æJ�H'LqÌ?K*OÞWoÉ:JkjVHjÍEÉ:J�H´���?�óÈxÌMJZÐ2HdË�Ê_J�Ì'R
Ë¬ÌjÈ;Ç-H*K5H?ª
¸$� 7 LÏÇ�É:J�H�1X1:1��J[a��L��¯�;§9�G�G�¶�}���?�����
���o���¯�_���G�­�_�}�1��§-�_�o�;�G���;§
�1�t�_�����d�d�G�?�L�¶���
¸g������§*����§G§*�����_���¯�
�XWQgSJ�WoÉ1Ë¬Ì�ÌVPQWoÉ1ËiH*K�ÌMJ-�o���G���7§*�x��� �1�o�;���I�
�­�d�G�Ï�G���1���o���¬��§�¼��­�1�­�o�

ϕ = 45o
ª
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−a

−b

0

b

a

π
2 π

ϕ

d2x
dϕ2

M(ϕ)

d2y
dϕ2

-

6

���
���)���Ð�A�A�V��^_����� Â��?���b�j�
M (ϕ)

�o�
[0, π]

-

6

-s s

�Æ�
���)���D�A�Q����^_�i�)� G�gSJ�WoÉ1Ë¬Ì�ÌMPQW_É1ËiH5K�Ì'J¶�1���L�j���¶�&���?���¯�
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6
6

s

s

���
���)���Ð�A�A�V��^_��áZ� G�gSJ�WoÉ1Ë¬Ì�ÌVPQWoÉ1ËiH*K�ÌMJ¯�1���G���¬�¯�}�d¹1���¶�

−a

−b

0

b

a

π
2 π

ϕ

M(ϕ)

n′(ϕ)

√
1−ε2

∆2(ϕ)

-

6

�Æ�
���)���Ð�Q�A�V��^_�dõÇ� ®p���¬�}�1���o�?���d�j���?�L�
M (ϕ)

�¥Äk�?���b�j�
∆ (ϕ)

�o�
[0, π]
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�­�j� Ñ ���¯���j��q�µ�(p��r Ó ����À=µnÁF�5��÷?ª�c¿V��~p����¤'�?� ° ªn®
��£?����§*���)ï�Á��;�b� ½ ªS/²���G���­§����)ïx�g¤?���¬����� Ñ ªS/²�?�b�G�,À��*ïn~�ªSÁ����þ�����¯�o�G�¬���?��ï";�G�o�?¤?�b� Ñ ªn�¥�?�1�G�¬���Eªèü�Ë�O_Ð2O_È Í�P¯Ì�ÌìGIH'JZÍ�ÌGÇ*J�HGÊG¾�¼dµ/�L¤����1���b�Ô  ªÂÁ���¤?�¦o �¬����qWÃ4"'����§oµ
ö ����ª¬µ�Á��*� � ª� ÷M�t�¶ªr"1�j���¯����ªD[�O.WoÍ�LqÌjÈ�PÒGgÌjÈ]L��oÉ]OkPZµ5�������?�¯�þÁ��jÄÄ=�J�HMLWÍ+é�K*OÅ½péLÌjÐ!éoÍ�JkL�OZ»�È_HdË�¼dÍ�L��oÉ]O_ª
���j�?��¤?���o��� î �¬���­�j�L§oµ ö �¯�?�����¯�o�?��� ½ ��£?�G���¬�G��µZ`����j�R�1�7§�~-�?����§*������§ �*� µ �2�����­§oµn�1�b�1¹1�	Æb�¯�
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